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括号 代数 作为 不 变量 理论 的 一 种 基本 工具 已 经 被 广泛 研 
R, 并 且 展 示 了 它 的 巨大 优势 。 但 是 相关 的 研究 成 果 都 是 以 外 
文 形式 存在 ， 本 书 将 对 此 给 出 一 个 简要 的 介绍 和 说 明 。 同 时 作 
为 括号 代数 的 自然 扩展 ， 仿 射 括号 代数 的 相关 研究 很 少 。 无 论 
是 它 的 有 效 算法 还 是 它 的 具体 应 用 都 极 少 有 人 研究 ， 所 以 本 书 
的 主要 内 容 集中 于 该 领域 的 研究 。 这 些 内 容 主要 综合 了 笔者 以 
前 的 一 些 研究 成 果 以 及 后 期 发 表 的 论文 ， 同 时 参考 了 师 友 的 相 
关 工 作 。 本 书 在 这 些 相关 主题 之 间 进 行 了 必要 的 衔接 过 渡 ， 以 
MERRE, APRA. 

本 书 主要 内 容 如 下 : 不 变量 理论 的 基本 介绍 ; 括号 代数 理 
论 的 基本 介绍 ; 仿 射 括号 代数 与 括号 代数 的 整除 性 理论 ; 仿 射 
括号 代数 的 展开 理论 ; 仿 射 括号 代数 的 交换 算法 以 及 其 他 算 
法 ; 仿 射 括号 代数 在 “自动 证 明 ” 等 方面 的 应 用 等 。 

本 书 内 容 的 特点 体现 在 以 下 方面 。 

1. 讨论 了 包含 边界 算 子 的 展开 问题 ， 分 析 了 边界 算 子 一 
些 新 的 性 质 ， 给 出 了 新 的 相关 重要 公式 ; 完善 和 补充 了 仿 射 几 
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何 的 构造 方式 、 元 素 的 表示 以 及 消 元 方法 。 

2. 提出 了 交换 算法 等 几 个 有 效 的 仿 射 括号 代数 新 算法 。 

3. 讨论 了 括号 代数 、 仿 射 括号 代数 的 整除 性 问题 。 

4. 给 出 了 仿 射 括号 代数 以 及 括号 代数 的 基本 运算 系统 的 
实现 方式 。 

5. 基于 符号 计算 软件 Maple 10 中 实现 了 仿 射 括 号 代数 的 
基本 算法 ， 并 对 此 系统 做 了 详细 的 介绍 。 

6. 书 中 附 有 大 量 的 实例 以 及 关键 程序 代码 。 
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本 章 介绍 了 不 变量 理论 及 括号 代数 的 历史 发 展 ， 同 时 分 
析 了 进行 该 研究 的 必要 性 。 仿 射 括号 代数 作为 括号 代数 的 年 
轻 分 支 ， 无 论 从 理论 上 还 是 应 用 上 都 有 很 大 的 研究 空间 。 本 
章 最 后 特别 说 明了 本 书 研 究 的 主要 具体 问题 、 主 要 内 容 以 及 
主要 结果 。 


不 变量 理论 是 数学 发 展 史上 一 个 年 轻 而 又 富有 活力 的 领 
域 ， 而 括号 代数 正 是 它 的 有 效 工具 之 一 。 

我 们 知道 最 早 的 解析 几何 本 质 上 是 研究 和 矩阵、 向量 在 一 些 
线性 群 的 作用 下 不 变性 质 的 学 科 ， 而 括号 代数 正 是 这 种 思想 应 
用 于 射影 几何 的 结果 。 

1890 年 和 1893 年 ，Hilbert 运用 不 变量 理论 首次 证 明了 
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Hilbert 三 大 定理 : 零点 定理 、 基 底 定理 和 合 冲 理想 定理 一 S, 
它们 为 现代 代数 的 发 展 莫 定 了 基础 。 通 常 我 们 从 代数 的 角度 出 
发 认为 ， 不 变量 理论 研究 的 是 在 某 些 群 作用 下 多 项 式 的 不 变性 
Mo Klein 从 几何 角度 出 发 ， 认 为 不 变量 理论 是 研究 在 几何 变 
化 下 几何 图 形 的 不 变性 质 。 所 以 不 变量 理论 其 实 是 与 坐标 无 关 
的 ， 那 么 是 否 有 一 种 研究 不 变量 的 无 坐标 工具 呢 ? 1926 Æ, 
Van der Waerden 运用 括号 给 出 了 不 变量 理论 中 的 恒等式 。 
1936 £, Weitzenbóck 给 出 了 Grassmann-Plücker 关系 式 生 成 特 
征 为 零 的 多 重 向 量 空间 上 的 理想 的 结论 ， 即 特征 为 零 的 不 变量 
第 二 基本 定理 。 在 此 之 后 ，1939 年 Weyl 给 出 了 特征 为 零 的 域 
上 的 不 变量 理论 第 二 基本 定理 :f 是 Grassman 代数 簇生 成 理想 
中 的 一 个 多 项 式 ， 如 果 /在 行列 式 是 1 的 线性 群 的 作用 下 不 
变 ， 则 了 可 以 被 表示 为 括号 生成 的 多 项 式 。 

不 变量 理论 和 括号 代数 接着 经 历 了 20 多 年 的 沉睡 期 ， 并 
在 20 世纪 70 年 代 重 新 繁荣 起 来 。1971 年 ，Whilteley 从 逻辑 
角度 证 明了 所 有 的 射影 几何 定理 都 可 以 用 括号 来 表述 和 证 
明 。1973 年 White 系统 地 给 出 了 括号 代数 的 定义 。 之 后 ， 分 
别 在 1974 年 和 1976 年 ，Doubilet，Rota 和 Stein, Concini, 
Procesi 给 出 了 不 变量 理论 第 一 基本 定理 在 任意 特征 的 无 限 域 
上 都 是 成 立 的 基本 理论 咏 ”] 。1978 年 Désarménien, Kunng 
和 Rota 给 出 了 不 变量 的 第 二 基本 定理 在 任意 特征 的 元 限 域 
上 都 是 成 立 的 基本 理论 。1989 年 ，Sturmfels 和 White 把 AL 
fred Young 的 拉 直 算法 应 用 于 括号 代数 ， 并且 给 出 了 括号 代 
数 的 合 冲 理想 的 Gribner 基 ， 解 决 了 括号 代数 在 数 域 上 的 表 
示 问 题 。 
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需要 说 明 的 是 随 着 括号 代数 的 相关 研究 的 进展 ， 它 也 被 应 
用 到 越 来 越 多 的 领域 。 

第 一 类 是 括号 代数 在 射影 几何 中 的 应 用 : 

(1) 对 射影 几何 模型 的 括号 表示 基本 完善 。 最 基本 的 几何 
表示 是 根据 几何 意义 得 到 超 平面 的 几何 表示 ， 三 点 基线 的 几 
何 表 示 以 及 交 比 的 表示 。 二 次 曲线 的 表示 是 由 White 在 1989 
年 给 出 的 ， 在 此 ， 射 影 平面 的 二 次 曲线 可 以 表示 为 4 次 2 项 
的 括号 方程 ， 同 样 他 也 给 出 了 射影 空间 中 二 次 曲面 的 表示 ， 
这 是 一 个 5 次 138 项 的 括号 方程 。1991 4, Whiteley 给 出 了 
一 般 的 几何 模型 都 可 以 用 括号 坐标 来 得 到 括号 多 项 式 表 示 的 
结论 ， 当 然 这 里 不 是 最 小 表示 ， 比 用 坐标 多 项 式 表示 还 要 
复杂 。 

(2) 寻找 坐标 表示 的 多 项 式 的 几何 意义 。 假 定 要 寻找 一 
个 坐标 形式 的 多 项 式 f 的 几何 意义 ,首先 需要 把 转化 为 括号 
多 项 式 ， 然 后 进行 Cayley 分 解 ， 从 而 可 以 得 到 f 的 几何 意义 ， 
但 是 一 般 来 说 第 一 个 过 程 因为 有 syzygy 的 存在 而 变 得 非常 困 
难 。 对 于 第 二 步 ，1988 年 ，White 和 Memillan 对 此 做 出 了 一 些 
初步 的 工作 。1991 年 White 给 出 了 多 重 线性 括号 多 项 式 的 
Cayley 分 解 算法 。 同 年 Sturmfels 等 给 出 了 整 系数 的 齐 次 括号 多 
项 式 的 Cayley 分 解 算法 。 

第 二 类 是 括号 代数 在 离散 几何 方面 的 应 用 : 

(1) 格 论 不 等 式 的 表达 。1999 ~ 2000 年 ，Mainetti 和 Yan 
运用 Grassmann-Cayley 代数 、 括 号 代数 给 出 了 格 论 不 等 式 的 表 
示 ， 并 且 发 现 这 些 不 等 式 对 应 着 射影 几何 定理 。 

(2) 抽象 图 的 坐标 化 。 可 计算 综合 几何 的 一 个 基本 问题 
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就 是 找到 抽象 定义 的 图 的 坐标 化 或 者 不 可 实现 的 证 明 。 括 号 代 
数 和 Grassmann-Cayley 代数 可 以 很 好 地 解决 这 类 问题 。 在 过 去 
的 20 年 ， 这 方面 已 经 取得 了 长 足 的 进步 。 

第 三 类 是 括号 代数 在 代数 几何 上 的 应 用 : 例如 用 于 Chow 
形 的 计算 ，1994 年 Dalbec 和 Sturmfels 运用 Grassmann 坐标 极 
大 地 简化 了 Chow 形 的 计算 。 

第 四 类 是 括号 代数 在 计算 机 视觉 (computer vision) 中 的 
应 用 。 

1991 ££, Crapo 运用 不 变量 理论 给 出 了 三 维 场景 恢复 的 条 
件 。1995 年 ，Faugeras 和 Mourrain 运用 Grassmann-Cayley 代数 
以 及 括号 代数 给 出 了 匹配 图 像 之 间 点 和 线 对 应 的 约束 。1999 
年 ，Bayro-Corrochano 等 运用 括号 形式 的 Passcal 定理 模型 对 摄 
像 机 标定 (calibration), JÆ, Csurka 等 运用 括号 计算 了 两 幅 
图 像 之 间 的 不 变量 ， 并 且 应 用 到 图 像 匹 配方 面 。2004 年 之 后 ， 
Hongbo Li 和 Lina Zhao 等 首次 运用 括号 代数 、 共 形 几 何 代数 进 
行 了 线 画 图 的 高 维 恢复 。 

第 五 类 是 括号 代数 在 机 械 学 、 结 构 学 以 及 机 器 人 学 方面 的 
应 用 : 这 当中 包括 运用 括号 代数 分 析 连 杆 机 构 的 奇异 性 条 件 、 
刚体 的 无 限 小 描述 等 ， 也 包括 著名 的 Steward 平台 的 相关 研 
究 等 。 

第 六 类 是 括号 代数 在 计算 机 图 形 学 、 物 理学 等 方面 的 应 
用 : 例如 曲线 曲面 造型 ， 字 宙 学 等 相关 方面 。 

第 七 类 是 括号 代数 在 自动 证 明 以 及 自动 推理 领域 的 
应 用 。 
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1.2 自动 证 明 与 括号 


数学 通常 的 形式 有 两 种 ， 一 种 是 烦琐 但 是 可 以 机 械 化 的 运 
E, 另外 一 种 是 技巧 性 稍 高 的 证 明 。 王 浩 先生 对 比 了 计算 和 证 
H: HARADA. AAR; 而 证 明 困 难 、 简 略 、 灵 活 
而 优美 。 那 么 是 不 是 证 明 也 可 以 机 械 化 呢 ? 这 就 是 自动 证 明 
问题 。 

早 在 17 世纪 ， 人 们 就 已 经 有 这 样 的 想法 ， 这 条 思路 的 根 
本 就 是 把 证 明 这 种 高 技巧 的 脑力 劳动 转化 为 虽然 烦琐 但 是 可 以 
刻板 化 有 一 定 通用 性 的 计算 。 直 到 19 世纪 末 ， 在 一 批 数学 家 
的 努力 下 ， 这 种 方法 才 有 了 明确 的 数学 刻画 ， 而 真正 的 转折 点 
是 在 计算 机 出 现 之 后 ， 这 是 因为 : 烦琐 的 计算 需要 计算 机 来 支 
持 ， 而 机 械 化 的 思想 和 计算 的 共性 可 以 用 程序 来 实现 ， 这 样 自 
3h GE ARE Hh ALI T 

20 世纪 初期 ， 数 理 逻 辑 学 家 深入 探讨 了 定理 自动 证 明 的 
可 能 性 ,得 出 的 结论 大 多 是 悲观 的 。 例 如 歌德 尔 就 曾 提 出 ， 即 
使 是 初等 数论 中 的 定理 ， 进 行 自动 证 明 也 是 不 可 能 的 。 同 时 ， 
有 数学 家 从 另外 一 个 角度 提出 ， 初 等 几何 定理 进行 自动 证 明 是 
可 能 的 。 

美国 于 1956 年 开始 进行 机 器 自动 证 明 的 研究 。1959 年 王 
浩 先 生 用 机 械 化 的 算法 证 明了 《数学 原理 》 中 数 百 条 定理 ， 
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引起 了 达 动 ， 但 是 之 后 的 很 多 研究 却 遭 遇 了 挫折 。 这 时 我 国 著 
名 数学 家 吴 文 俊 先生 提出 了 吴 方 法 ， 这 在 定理 自动 证 明 领域 取 
得 了 巨大 的 成 功 。 

进行 自动 证 明 的 方法 基本 上 分 为 两 大 类 ， 一 类 是 坐标 化 方 
法 ， 例 如 著名 的 吴 方 法 ; 另外 一 类 是 无 坐标 的 定理 自动 证 明 方 
法 。 无 坐标 的 方法 大 致 有 以 下 几 种 。 

(1) 第 一 种 方法 是 括号 代数 。 

1991 年 Whiteley 利用 括号 坐标 表示 一 个 几何 模型 ， 并 从 
Hilbert 零点 定理 探讨 了 运用 不 变量 进行 射影 几何 定理 机 器 证 
明 的 可 能 性 。 这 种 方法 本 质 上 是 把 Gróbner 基 的 方法 应 用 到 括 
号 代数 中 ， 这 样 就 产生 了 运用 拉 直 法 则 (straightening) 的 射 
影 几 何 机 器 定理 证 明 的 新 方法 。 关 于 拉 直 法 则 ， 我 们 将 在 第 2 
ETA. 

1988 年 White 和 Mcmillan 运用 Cayley 分 解 的 技巧 ， 给 出 
了 一 种 几何 定理 机 器 证 明 的 方法 。1991 年 Sturmfel 和 White- 
ley 把 一 个 几何 定理 的 结论 转化 为 Cayley 表达 式 ， 然 后 通过 交 、 
并 运算 转化 为 括号 多 项 式 ， 给 出 了 射影 几何 定理 机 器 证 明 的 另 
外 一 个 方法 。 这 两 个 方法 的 缺点 是 证 明 过 程 中 括号 多 项 式 迅 速 
膨胀 ， 计 算 和 收缩 都 变 得 非常 困难 。 

1990 ~ 1994 年 ，Richter-Gebert 提出 了 运用 双 二 次 final 多 
项 式 的 基于 括号 代数 的 射影 几何 定理 机 器 证 明 的 新 方法 ， 给 出 
了 具有 几何 意义 的 较 短 的 可 读 证 明 。 尽 管 这 种 方法 不 是 一 种 完 
全 的 方法 ,但 是 适用 于 几乎 所 有 的 射影 几何 Incidence 部 分 定 
理 的 证 明 。 同 时 Crapo 和 Richter-Gebert 把 二 次 final 多 项 式 的 
方法 推广 到 平面 度量 几何 的 定理 机 器 证 明 上 。 他 们 把 射影 平面 
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中 的 一 条 固定 直线 作为 无 穷 远 直线 ， 把 其 上 的 两 个 固定 点 取 作 
原点 ， 实 现 从 射影 几何 过 渡 到 度量 几何 ， 在 理论 上 实现 了 基于 
括号 代数 的 双 二 次 final 多 项 式 的 平面 几何 定理 的 机 器 证 明 。 

2001 Æ, Li 在 括号 代数 的 基础 上 ， 定 义 了 Clifford 括号 代 
数 ， 并 利用 Clifford 代数 强大 的 计算 功能 ， 给 出 了 度量 几何 的 
定理 机 器 证 明 的 新 方法 。 此 方法 给 出 了 五 圆 定 理 的 第 一 个 纯 代 
数 的 方法 。 此 后 Li 运用 共 形 几何 代数 进行 了 欧 氏 几何 定理 的 
机 器 证 明 。 这 种 证 明 更 确切 地 可 以 称 为 推理 ， 通 过 去 除 题 设 中 
的 一 个 、 两 个 甚至 多 个 条 件 ， 然 后 试图 通过 结论 将 它们 恢复 出 
Ko Li 和 Wu 还 在 ”中 给 出 了 射影 几何 定理 的 有 效 短 证 明 ， 
这 当中 包括 射影 二 次 曲线 部 分 的 几乎 所 有 定理 。 

(2) 第 二 种 方法 是 面积 法 。 

面积 法 是 Zhang 在 1982 年 就 已 经 发 现 了 。 后 来 在 1992 
年 ，Chou、Gao 和 Zhang 在 此 基础 上 给 出 了 几何 定理 可 读 机 器 
证 明 的 方法 ， 适 用 于 射影 几何 、 欧 氏 几 何 。1996 年 ，Yang、 
Gao, Chou 和 Zhang 把 面积 法 推广 到 了 非 欧 几何 。 

(3) 第 三 种 方法 是 Grassmann-Cayley 代数 。 

1994 年 ，Mourrain 提出 了 运用 Gramer 法 则 的 射影 几何 定 
理 机 器 证 明 的 方法 。 这 种 方法 的 特点 是 : @ 以 吴 方 法 为 基础 ; 
四 在 消 元 的 最 后 一 步 ， 引 入 坐标 来 保证 方法 的 完全 性 ; ORE 
简化 消 元 法 则 ， 导 致 中 间 过 程 中 项 数 大 量 膨 胀 %9 ?1 。 

(4) 第 四 种 方法 是 Clifford 代数 。 

1994 年 Li 和 Cheng 首次 提出 了 用 Clifford 代数 进行 几何 定 
理 的 机 器 证 明 ， 并 且 给 出 了 一 般 的 几何 定理 机 器 证 明 的 框架 ， 
它 综 合 了 吴 方 法 和 Clifford 代数 。 因 为 Clifford 代数 具有 强大 的 


_8 | 仿 射 括号 代数 理论 算法 与 应 用 


计算 功能 ， 所 以 从 代数 方面 讲 ， 这 种 方法 包括 了 括号 代数 、 面 
积 、Grassmann-Cayley 代数 三 种 方法 。 它 不 仅 能 产生 可 读 证 明 ， 
而 且 也 适用 于 各 种 经 典 几 何 和 微分 几何 。 

1996 4, Wang, Fèvre 等 利用 重 写法 则 ， 给 出 了 另外 一 种 
基于 Clifford 代数 的 定理 机 器 证 明 的 新 方法 。1998 年 ，Yang、 
Zhang 和 Feng 给 出 了 基于 Clifford 代数 的 正则 化 技术 的 几何 定 
理 机 器 证 明 的 方法 ， 它 可 以 用 于 二 次 曲线 定理 的 证 明 ， 但 是 缺 
点 是 一 开始 就 采纳 了 二 次 曲线 的 一 对 主轴 作为 固定 标 架 。 


1.3 ”本 书 的 内 容 结构 与 


1.3.1 内 容 结构 


本 书 研究 内 容 的 出 发 点 基于 如 下 几 点 。 

(1) 括号 代数 和 仿 射 括号 代数 的 除法 问题 ,还 有 项 数 问 
题 ， 一 直 是 一 个 公开 问题 ， 本 书 想 做 一 点 这 方面 的 理论 工作 。 

(2) 关于 射影 几何 和 欧 氏 几何 部 分 , 已 经 有 很 不 错 的 括 
号 代数 计算 程序 ， 对 应 于 仿 射 几何 的 括号 代数 计算 也 蝇 须 一 套 
系统 来 实现 。 

(3) 把 已 经 很 完善 的 射影 几何 定理 机 器 证 明 部 分 内 容 借 
鉴 并 推广 到 仿 射 几何 中 ， 不 能 推广 的 要 建立 新 的 理论 ， 同 时 寻 
找 更 多 仿 射 几何 本 身 的 特点 和 例子 ， 发 展 出 一 套 完善 的 计算 
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工具 。 

关于 这 几 方 面 ， 现 有 的 成 果 少 之 又 少 ， 特 别 值得 一 提 的 是 
吴 在 文献 ”中 阐述 了 仿 射 括号 代数 以 及 仿 射 几何 中 表示 ， 当 
然 其 主要 内 容 是 关于 括号 代数 的 。 

本 书 的 研究 结果 包括 : 提出 了 交换 算法 以 及 其 他 几 个 仿 射 
括号 代数 的 算法 ; 补充 和 分 析 了 大 量 的 仿 射 几 何 的 代数 表示 以 
及 消去 方法 ; 讨论 了 括号 代数 以 及 仿 射 括号 代数 的 整除 性 问 
题 ; 给 出 了 仿 射 括号 代数 很 多 新 的 公式 和 一 些 必 要 的 计算 理 
ie; 对 仿 射 括号 代数 计算 进行 了 程序 实现 。 

本 书 所 涉及 问题 的 研究 思路 路 线 是 : 首先 通过 计算 实际 的 
例子 ， 发 现 问 题 ， 通 过 解决 这 些 问 题 得 到 一 些 好 的 方法 、 公 
R, 通过 提升 ， 构 成 了 本 书 的 计算 理论 、 公 式 中 的 一 大 部 分 。 
在 例子 中 发 现 了 现 有 表示 的 不 足 ， 促 使 我 们 去 努力 挖掘 新 的 表 
示 ， 构 成 了 表示 内 容 的 绝 大 部 分 。 其 次 借鉴 括号 代数 的 一 些 思 
想 、 方 法 ， 要 在 仿 射 括号 代数 中 实现 ， 需 要 进行 很 深信 的 性 质 
研究 ， 这 部 分 构成 了 计算 理论 的 另外 一 部 分 。 最 后 ， 为 了 研究 
括号 代数 、 仿 射 括号 代数 的 整除 性 ， 我 们 使 用 了 “ 拉 直 ”这 
个 基本 工具 ， 通 过 进一步 的 探索 和 研究 ， 得 出 的 结果 构成 了 整 
除 性 理论 部 分 。 

本 书 的 内 容 和 结构 大 致 如 下 : 

第 2 章 主要 是 相关 基础 理论 的 论述 和 探讨 : 2. 1 PERE 
介绍 括号 代数 及 其 理论 ， 同 时 介绍 了 括号 代数 与 Grassmann- 
Cayley 代数 、 射 影 几 何 三 者 之 间 的 关系 。2. 2 节 介绍 仿 射 括号 
代数 以 及 它 的 一 些 理 论 。2. 3 节 介 绍 了 我 们 在 括号 代数 、 仿 射 
括号 代数 的 整除 性 理论 方面 所 做 的 工作 。 
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第 3 章 主要 介绍 仿 射 几何 元 素 的 表示 、 构 造 以 及 消 元 问 
题 ， 在 Incidence 部 分 我 们 不 限制 维 数 地 给 出 了 必要 的 表示 。 
在 二 次 曲线 部 分 ， 我 们 给 出 了 3 种 二 次 曲线 必要 的 各 种 表示 ， 
并 且 分 析 它 们 的 对 称 性 与 反对 称 性 。 当 然 ， 对 应 于 各 种 构造 方 
式 ， 我 们 也 给 出 了 消 元 方法 。 

第 4 章 给 出 了 仿 射 括号 代数 计算 的 相关 理论 和 算法 。 其 中 
4.2 节 介 绍 了 仿 射 括号 代数 的 一 个 关键 算法 一 一 交换 算法 ， 这 
对 于 我 们 简化 计算 、 统 一 程序 实现 非常 有 用 。4. 3 节 讨 论 了 必 
要 的 结构 的 展开 问题 。4. 4 节 讨 论 了 仿 射 括号 代数 计算 中 的 
其 他 问题 ， 包 括 规 则 形式 和 计算 序 、 一 些 常用 的 公式 以 及 多 项 
式 聚 类 。 在 4.5 节 我 们 集中 给 出 了 几 个 关键 算法 的 具体 描述 : 
交换 算法 ， 收 缩 算法 ，GCD 提取 算法 ， 因 式 分 解 以 及 3 TE 
算法 。 

第 5 章 也 是 工作 的 一 个 主要 部 分 。 在 这 里 讨论 了 程序 实现 
等 相关 问题 ， 同 时 还 包括 大 约 16 个 例子 。5. 1 节 讨 论 了 消 元 
顺序 以 及 我 们 采用 的 方法 。5. 2 节 介 绍 了 我 们 实现 的 系统 以 及 
一 些 说 明 。5. 3 节 介 绍 了 程序 的 输入 、 输 出 ， 并 且 都 给 出 了 实 
际 的 例子 。5. 4 节 是 一 些 关键 运算 的 程序 代码 。5.5 一 节 给 出 
了 例子 ， 这 些 例 子 包括 Incidence 二 维 部 分 、Incidence 三 维 部 
分 以 及 仿 射 二 次 曲线 部 分 。 

本 书后 附录 部 分 给 出 了 Maple 软件 介绍 。 


1.3.2 符号 约定 


贯穿 始终 , 我 们 用 黑体 数字 以 及 黑体 大 写字 母 表示 向 量 ， 
例如 [POR], [123] 等 。 
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通常 用 1、2、3、4、5、6、7、8、9、0 十 个 黑体 数字 表 
示 向 量 ， 如 果 需 要 更 多 的 点 ， 可 以 按照 ASCHE 码 顺 序 加 上 A. 
B 等 。 需 要 说 明 的 是 我 们 实现 的 程序 也 完全 支持 这 种 输入 。 

在 第 2 章 引 入 的 边界 算 子 ,通常 记 为 3, 但 在 本 文中 记 为 
o， 原 因 是 为 了 和 程序 保持 一 致 。 在 Maple 10 中 ,输出 3 的 
话 ， 会 导致 显示 的 结果 部 分 乱码 ， 所 以 我 们 用 o 代替。 


第 23x 
括号 代数 、 仿 射 括号 
代数 、 整 除 性 


本 章 概括 论述 了 括号 代数 、 仿 射 括号 代数 的 定义 以 及 一 些 
相关 的 理论 ， 同 时 分 析 了 整除 性 问题 ， 并 给 出 了 若干 结果 。 


2.1 ”射影 几何 、 括 号 代数 与 
....Grassmann-Cayley 代数 


群 的 概念 出 现 之 后 ， 几 何 学 逐渐 被 认为 是 研究 几何 图 形 在 
一 些 变换 群 下 的 不 变 的 性 质 的 学 科 。 射 影 几何 就 是 研究 几何 图 
形 在 射影 变换 群 下 不 变 的 几何 性 质 。 

事实 上 ， 在 几何 学 中 ， 一 直 在 考虑 这 个 基本 的 问题 : 一 个 
几何 图 形 的 哪些 性 质 是 射影 几何 的 基本 性 质 。 例 如 在 二 维 平面 
的 一 条 直线 上 有 3 个 点 ， 那 么 这 三 点 共 线 就 是 射影 几何 的 性 
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质 ， 因 为 在 射影 变换 下 这 3 点 始终 保持 共 线 这 个 人 性质。 从 代数 
的 观点 来 看 这 个 问题 : 设 这 3 个 点 是 了, XQ, XQ, RD 
寻找 一 个 由 些 3 个 点 组 成 的 多 项 式 ， 这 个 多 项 式 在 射影 变换 下 
不 变 。 我 们 知道 ， 其 中 的 一 个 多 项 式 就 是 行列 式 ， 它 的 几何 意 
义 就 是 共 线 。 

所 以 推广 这 个 观点 ， 要 寻找 一 个 几何 图 形 的 性 质 ， 我 们 就 
可 以 从 代数 角度 出 发 ， 寻 找 那 些 在 变换 了 下 不 变 的 多 项 式 。 

我 们 先 阐述 一 下 马上 要 用 到 的 符号 ; AF 表示 数 域 ， 没 
有 特别 说 明 的 情况 下 ， 都 是 指 任意 特征 的 无 限 域 ; 用 F 表示 
上 的 d 维 向 量 空间 ; HSL) 表示 F' 上 的 特殊 线性 群 ， 也 
就 是 行列 式 为 1 的 线性 群 ， 它 对 向 量 作 用 就 是 指 对 此 向 量 进行 
ERRE; 用 F[x,] 表示 上 的 多 项 式 环 。 这 样 我 们 给 出 如 
FE: 

多 项 式 环 F[x,] 在 SLF) 作用 下 的 不 变 环 ( 记 和 作 
Flax] F) 的 结构 如 何 ? 

此 间 题 由 不 变量 第 一 基本 定理 给 出 了 解答 ， 定 理 如 下 : 

定理 2.1.1 RAR Fir] BX = (x), Wd x d 
阶 行列 式 生 成 的 。 

事实 上 ， 由 这 些 子 行列 式 生成 的 一 个 次 代数 即 是 括号 代 
数 。 下 面 我 们 给 出 它 的 严格 定义 : 

定理 2.1.2 构造 集合 如 下 : 


A (n,d) = l[X,--X,]:1& i << i, «nl 


HRS HUN HU TUE PON F8 S. OF ihn ,is 的 任意 置换 m, 
我 们 有 (这 里 sign (1) 表示 置换 SS). 
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LX, --X,] = sign(m) [Xsan Fac ] 


W FON (n,d)) BAC a, d) 中 的 元 素 生成 的 域 六 上 的 多 项 
式 环 。 定 义 如 下 的 代数 同 态 : 


$,4:FCA (1,4) ) FLX,,] 


[X --- X, ] det 
X, Ut Xia 


Pua 把 括号 映射 成 为 了 的 d x d 阶 行列 式 ， 我 们 也 称 此 为 


坐标 化 。 在 此 映射 中 ，Ker (o,a) = Lao ER RRR Dc 


RURSUM RERMELH LLL AML, MOON >.. 
的 合 冲 理想 (syzygy ideal) 。 
定理 2.1.3  Grassmann-plücker 关系 式 是 指 如 下 的 集合 : 


dsl 


[X Ctr xaxd 


[X,--X, Xpat Apal: 


Jk-1 JE+l J4+1 


Lsi <i, Sm, l <j," <j, s m} 


不 变量 第 二 基本 定理 给 出 了 以 下 的 结论 : 

定理 2.1.4 不 变量 第 二 基本 定理 : Grassmann-plticker 关 
RMT I, 的 一 组 基底 。 

不 变量 的 两 个 基本 定理 完全 解答 了 刚刚 给 出 的 问题 ， 并 且 
衍生 出 了 括号 代数 的 定义 。 由 此 可 以 看 到 ， 括 号 代数 是 研究 身 
影 几何 不 变量 的 代数 工具 。 事 实 上 因为 它 的 强大 计算 功能 , 已 
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经 被 广泛 应 用 到 不 同 领域 。 下 面 我 们 列举 几 个 它 的 应 用 以 及 所 
具有 优势 : 

(1) 插 号 代数 可 以 极 大 地 简化 几何 模型 的 表示 。 例 如 对 
上 面 的 例子 一 一 三 点 共 线 的 条 件 ， 如 果 用 坐标 表示 ， 设 它们 的 
ERDIA X, = (xayo) d sis<3 ， 那 人 么 三 点 共 线 的 条 件 
就 是 要 满足 下 式 : 


2 
TOÓEXMA, —OAOXQyAZX, 十 AXQy, 十 52Y1Z1X3 + 


2 
Xinzm m, — y,nx, = 0 


但 如 果 用 括号 表示 ， 形 式 就 简单 得 多 ， 可 以 表示 为 : 
[X,X,X,] =0。 另 外 再 如 空间 中 三 线 48，CD，EF 共 点 的 表 
示 ， 如 果 用 坐标 ， 将 是 如 下 48 项 漫长 的 表示 : 


一 MiJyaZ547325X6 一 X1Y223X4YeZs ~ 和 17Y234X3Y526 十 
Y1J233X425M6 一 YIY223J4X536 一 和 1J3Z2M4Y5Z6 + 
YX173Z2 和 4J625 — XI1732224MX576 十 和 173222475X6 + 
Y122%3Y4s Xe — YY8,X.Y.X.Zq + yl1Z2Y334%5Y6 一 
XiZiXaZ. Y.sXe 一 1N223Y4Y5s26 + yY1X2Z3M4Y625 一 
V1X223YaZs Xe 十 YiX233y4X526 十 ZI1Xa2Y3N4Y526 一 
Z1X2y4X,YgZ, 十 31X2Y324 和 5Y6 一 Z1M2Y3Z4Y5%6 一 
2Z172X3Y425%6 + Z1Y2X3Y4X5Z6 一 172%3Z4%5SY6 + 
Z.yiE.Z.Y.Xg 十 YiJ4Z2MA3Y526 + XiY,Z.X.YygZ. + 
YX1J223X4752Z6 + YX1Y234Y3X5Z6 一 和 17422M%3Y625 + 
YX1742233X5y6 一 Xi y aZ m Y.Xg 一 9122Y47325Y6 + 
7y122X4y3X526 — y122X4Z3X5Y6 十 YıZıX423Ys%6 + 


YíiX424*4Y52g 一 YX224X3Y625 十 1Xa2Z47325Y6 一 
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yiX42,Y4X424 一 Z1X2Y4X37526 + Z1X274X37y635 一 
2Z1X27Y423X5Y6 + Z1X27423y5%6 十 Z172X47325X%6 一 


Z1Y2X47y3MW5Z6 + Z172X423X5J6 一 ZI1J2X423J5X6 = 0 


但 是 如 果 用 括号 表示 将 可 能 是 : [X06X,] [XXX]. - 
[X,X,X,][ X,X,X,] = 0 ， 这 样 的 表示 有 三 种 可 能 ， 但 是 都 简 
化 得 多 。 当 然 同时 也 带 来 如 何 选择 表示 的 问题 。 需 要 特别 提 到 
的 是 仿 射 括号 代数 来 源 于 括号 代数 ， 所 以 与 括号 代数 一 样 ， 仿 
射 括号 代数 一 样 具 有 简化 表示 的 优势 。 

(2) 括号 代数 用 于 抽象 图 不 可 实现 的 证 明 。 我 们 举 一 个 
经 典 的 例子 ;射影 空间 中 S 个 点 只 能 满足 如 下 5 组 共 面 条 件 ， 
这 样 的 几何 图 形 是 否 存在 ? 

[X,X,X,X,] = 0,[X,X,X,X,] =0 
[X,X,X,X,] = 0,[X,X,X,X,] =0 
[X,X,X,X,] =0 


事实 上 ， 这 样 的 图 形 是 不 存在 的 ， 因 为 在 合 冲 理 想 里 面 存在 如 
下 的 一 个 多 项 式 : 

f= [X, X,X,X] [XX XX, ][X,X,X,X, ][X,X,X,X,] - 
[X,X,X,X,][X,X,X,X_][X,X,X,X, ][X,X,X,X,] + 
[X,X,X Xa] [X,X,X Xs] LXX, XX, ][X,X,X,X,] + 
[X,X,X,X,] [X,X,X, X, ] [X X,X,X,][X,3,X,X,] - 
[X,XXX] (X,X,X, X, ][X,X,X,X,][X,X,X,X,] + 
[X,X,X X,] X, X, X X,] [X, X,X,X, ] [X X,X,X,] 


因为 1 = 0 是 一 个 恒等式 ， 从 已 知 条 件 我 们 马上 就 可 以 推 
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出 这 样 的 结论 : 
[X,X,X,X, ] LXX, XX ] 
[X,X,X,X,][ X,X,X,X,] =0 


无 论 哪 一 个 括号 等 于 零 ， 结 果 都 表明 对 应 的 括号 内 四 点 共 面 ， 
与 已 知 条 件 矛 盾 。 

(3) 括号 代数 用 于 定理 机 器 证 明 的 研究 ， 这 方面 的 工作 
在 第 1 章 中 给 出 了 简单 介绍 。 用 括号 代数 进行 定理 机 器 证 明 具 
有 表示 简化 、 分 解 具 有 几何 意义 、 计 算 简 单 的 优势 。 同 样 这 些 
优点 仿 射 括号 代数 也 具备 。 

射影 几何 的 表示 与 括号 代数 之 间 的 联系 是 通过 Grassmann- 
Cayley 代数 实现 的 。 首 先 我 们 参考 文献 [16, 17] 给 出 通用 
的 Crassmann-Cayley 代数 的 定义 。 

记 V 是 域 上 的 一 个 a 维 向 量 空间 ，e 是 一 个 Ci 维 向 量 代 


Bo Vx xV EVEL EMEA, Hpk = 2,3,…,d ， 
EX VIE - 级 外 代数 是 由 s 和 如 下 的 映射 A* 组成: 


k 


~ 
Vx xV he 


k 


同时 这 个 映射 还 满足 如 下 的 条 件 : 
(1) AŽ (A, p A; ,A,,… ,A,) =— 
A“(4， SU, Ayers Az) 


A' (A, ,*-* mA, * m,ÀA,,' ,À,) - 
m, A* (A, ,,A,, 7, A1) * 
m, A'(A, Aun Au) 
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XB, (A, Ai Aj AL) e Vili] € {1, ,kl sm, 
m, e 下 这 就 是 所 谓 的 对 称 性 和 线性 性 。 
(2) BHR: 如 果 9 是 一 个 从 Y 的 大 重 向 量 空间 到 任意 一 
个 Ci; 维 向 量 空间 五 的 重 线性 映射 并且 具 有 反 交 换 性 ， 则 
存在 唯一 一 个 线性 映射 g:e .如 使 得 下 面 的 图 表 可 交换 : 
Vx-xy ^ 


“ye 


ei xg 
H 


如 果 AS Me 满足 如 上 的 条 件 ,那么 向 量 空间 e 根据 同 构 则 
被 唯一 决定 ， 被 称 为 上 - 级 外 代数 ， 记 做 人“(V) 。 任 意 的 多 
重 向 量 对 于 多 重 向 量 (4,,…,4,)， 它 的 像 人 "(4,,… ,4;) id 
WAV … VA, BRA k RINKE. 

做 直 和 如 下 : 


ACV) = 之 A*(V) 
其 中 AO) = F, 人 (内 = 假定 x = xte 6 xy = 
Yote +y Æ AOV) 中 任意 的 两 个 元 ， Hp x,y, e AAO), 
定义 ACV) 中 的 一 个 乘积 运算 x 如 下 : 

% XY = Y DEALA 


并 且 x 满 足 结合 律 ， x 与 加 法 满足 分 配 律 ， 其 乘法 单位 元 是 了 
的 单位 元 ， 从 而 ACV) 成 为 一 个 代数 。 
EN 是 下 面 的 集合 生成 的 A'CV) 的 一 个 理想 : 
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{A,V ore VA, C A*(V):3A, = A,,i zj € {11,.…,k}} 
Hpk =0,…,d。 
做 A (V) 中 的 理想 如 下 : 
N = SN 


则 商 代数 AY 被 称 为 外 代数 ， 或 者 所 谓 的 Grassmann 代数 ， 


其 中 的 乘法 运算 x 和 每 一 个 上 级 外 代数 中 的 了 都 是 相 容 的 ， 我 
们 把 这 种 乘法 统一 记 作 V ， 被 称 为 外 积 运算 ， 或 者 并 运算 。 
这 里 我 们 把 Grassmann 代数 所 在 的 多 重 向 量 空间 的 并 空间 称 为 
Grassmann 空间 。 

我 们 将 来 用 如 下 记号 : x eA'(V) 记 作 «x 5,, 1 
A'(V) 中 的 固定 元 素 。 二 次 型 : 


<xAy>, 


D(x,y) = I 


x,y E A CV) 


是 非 奇 异 的 ， 可 诱导 出 一 个 可 逆 线 性 映射 i: ACV) = ACV'D , 
其 中 为 了 对 偶 空 间 。 那 么 A = 六 io V oi 定义 了 A(V) 中 的 
一 个 运算 ， 称 为 交 运 算 ， 记 作 A. 

这 样 我 们 可 以 给 出 Grassmann-Cayley 代数 的 定义 : 

定理 2.1.5 A(V) 及 其 中 的 元 ,满足 并 交 运 算 组 成 的 代 
数 称 为 Grassmann-Cayley 代数 。 

ida = 4,…4 是 一 个 级 外 张 量 , 5 = BB, 是 一 个 级 
外 张 量 ， 其 中 j+k 宇 d 。 则 交 并 运算 按照 如 下 法 则 ， 可 以 转变 
为 含有 括号 的 表达 式 : 
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aaAD = »3 sign( v) [Aiea Ate 4) BiB, | x 
A cuia) "Áo (2. 1) 


其 中 , wR 01294 的 所 有 置换 ， 并 且 满足 7(1) < … < 
m(d-k) < n(d-k«*1) <…<m(j)。 这 样 的 运算 可 以 根据 
分 配 律 推广 到 A (Vs 0 
假定 c, ,…,ei 是 向 量 空间 『 的 任意 一 组 基底 ， 则 人 (V) 有 
下 述 一 组 基底 : 0000 
(E, V “Vy E, 1 <j, PES <j, < d} 


RA, A e V ， 其 中 每 一 个 向 量 在 基底 下 的 表达 式 是 4，- 
a,E, ， 根 据 多 重 线性 和 反 交换 性 ， 有 如 下 的 等 式 : 
Ut au Iu 


AV … VA, = 
I«jj« «jj «d 


ur ay, 


E,V … VE, (2.2) 


X (2.2) 右 侧 中 所 有 的 行列 式 就 构成 了 4,V … VA, 的 
Grassmann-plücker 坐标 ; 反 过 来 ， 对 任意 一 个 C* 维 向 量 ， 它 
可 以 是 一 个 上 级 外 张 量 当 且 仅 当 它 的 坐标 满足 Grassmann- 
plücker 关系 。 

定理 2.1.6 Cayley 分 解 : 把 一 个 C* 维 的 向 量 转变 为 一 
个 上 级 外 张 量 ， 称 做 外 张 量 的 Cayley 分 解 。 把 括号 多 项 式 转 
变 为 Grassmann-Cayley 代数 的 表达 式 ， 则 称 做 Cayley 因 式 
分 解 。 
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通常 上 述 过 程 也 可 逆 ， 把 一 个 Grassmann-Cayley 代数 表 
达 式 通过 运算 法 则 可 以 转变 为 括号 多 项 式 。 一 个 4d 级 外 张 量 
AV … My 可 以 转变 为 一 个 括号 [41…4s] ， 对 于 一 个 低 于 d 
Mk ROKR AV … VA, ， 有 时 候 添加 了 中 的 任意 d -上 个 
向 量 ， 构 成 括号 [A AX Xa] 来 表示 ， 添 加 的 向 量 称 
为 哑 元 。 

注意 ， 本 书 为 了 方便 ， 把 4,V … VA, 简 记 为 Are © 

Grassmann-Cayley 代数 是 把 一 个 射影 几何 的 表达 式 转 化 为 
具有 代数 不 变性 质 的 括号 形式 的 重要 工具 。Cayley 分 解 是 它 的 
逆 过 程 ， 把 一 个 具有 不 变性 质 的 括号 多 项 式 经 化 为 Grassmann- 
Cayley 代数 表示 形式 ， 进 而 得 到 对 应 的 几何 解释 。 所 以 我 们 认 
为 Grassmann-Cayley 代数 是 射影 几何 和 括号 代数 的 桥梁 ， 在 运 
用 括号 代数 解决 射影 几何 问题 时 不 可 避免 地 要 使 用 Grassmann- 
Cayley 代数 。 经 典 的 图 示 如 下 : 


51 & JL faf ^ Grassmann-Cayley 代数 二 括号 代数 


同样 仿 射 括号 代数 在 运用 于 几何 定理 机 器 证 明 时 也 不 可 避 
免 地 要 经 过 这 个 桥梁 。 

从 射影 几何 到 Grassmann-Cayley 代数 ， 通 过 直接 解读 就 可 
以 得 到 用 并 、 交 等 运算 ( V ,A ) 形成 的 表达 式 。 从 Grass- 
mann-Cayley 代数 到 括号 代数 通过 式 (2.1) 展开 成 括号 形式 。 
反 过 来 ， 通 过 Cayley 因 式 分 解 进行 从 括号 代数 到 Grassmann- 
Cayley 代数 的 转化 ， 然 后 通过 直接 读 取 从 Grassmann-Cayley 代 
数 转化 为 射影 几何 。 

我 们 仍然 用 最 经 典 的 例子 来 说 明 三 者 之 间 的 关系 : 
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射影 几何 : 三 条 直线 AB,CD,EF 交 于 一 点 。 


n 
Grassmann-Cayley $34: (AV B) A(CV D) A(EV F) =0 
E 


括号 代数 :[ABE][ CDF] - [ABF][CDE] = 0 等 三 个 表达 式 


2.2 DASSRIRAS TE 


把 括号 代数 在 射影 几何 中 的 运算 推广 到 仿 射 几何 ， 关 键 之 
一 就 是 保证 计算 的 齐 次 性 。 为 此 我 们 引入 一 个 算 子 o, RA 
边界 算 子 (Boundary Algorithm Operators, BAO) 。 

定义 2.2.1 (REV E, … VE, ERP Ed HERS 
间 了 的 一 个 超 平 面 ， 它 由 (d-1) 个 固定 向 量 组 成 。 定 义 o 
是 一 个 从 Grassmann 空间 到 Grassmann 空间 的 映射 规则 
WTF: 

(1) a 在 每 一 个 Grassmann 分 级 空间 都 是 线性 的 。 

(2) o(A) 20, 如 果 和 A e F, 

(3)o(A) =0, MRA e CV), HH G*(V) 指 Grass- 
mann 第 d 个 分 级 空间 。 

(4) o(A) = [AE,E,--E,,] ， 如 果 任 意 的 4 e V, 


(5) e(A,V … VA) = ae 1) c(A)4,--À,-4, , 
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W AV e VA, e C'(V) o HP (V) 是 指 第 个 分 级 空间 ， 
k = 2,…,d 。 同 时 用 符号 A, 表示 不 含有 4, WAS. 

mÈ o 满足 上 述 所 有 性 质 ， 它 就 被 称 为 边界 算 子 ， 它 所 
作用 的 量 称 为 边界 量 。 在 此 处 以 及 以 后 的 章节 ， 在 不 引起 混淆 
的 情况 下 ， 我 们 把 4V … VA, 记 为 AeA, o 

事实 上 , E VE, Vo V E, 就 是 几何 意义 上 的 无 限 远 。 
例如 d =2， 它 就 是 直线 上 的 无 穷 远 点 。 如 果 d =3， 它 就 是 平 
面 上 的 无 穷 远 直线 。d =4， 对 应 的 就 是 无 穷 远 平面 。 

引 理 2.2.2 o^ (Ay:-A,) =0 

证 明 : 证 明 从 定义 就 可 以 得 出 。 

在 引入 边界 算 子 后 ， 我 们 可 以 定义 仿 射 括号 代数 。 

定义 2.2.3 WE X,,X,,--,X, ERF LMS V rh n 
THAR, pnas Ina 如 括号 代数 的 定义 。 给 出 两 个 新 的 集合 : 


中 = a(X,) ,t,0(X,) 


d+1 
Ce = | Y (- 1)" [X, Xia lo (0G) : 


Pha = $a U Paa o WR Da 是 一 个 由 e 生成 的 理想 , D. 是 由 
le PARRA D 的 元 素 生 成 的 理想 。 类 似 于 括号 代数 的 定 


F[47,] 
r 


nd 


X, 我们 可 以 定义 仿 射 括号 代数 为 商 代数 


仿 射 括号 的 合 冲 理 想 。 
我 们 知道 在 括号 代数 中 , 1, 有 已 知 的 如 下 三 种 形式 的 基 


o Ia 被 称 为 
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v 


HE, XX HL [eX] 表示 X, 不 出 现在 括号 中 。 
(1) Van der Warerden 合 冲 基底 VW, , 0 


(XYZ]]: = J, sign (mom) x D XY en Yun, d x 
we A(d+1,s) 
[Y,--Y, Z,--2,,] 
(2) 两 个 拉 直 基底 。 


$,,: = {[[XYZ]] e VW,,:X,, < 了 7 < Zi 
Sra: = {[[XYZ]] e S,,:X, < ¥,,1<i<s-1} 


(3) Grassmann-plücker 关系 。 
d«l 
k 
GP, a: = {Bn [X, 00 Xie Xn] 


[X «X, 0X, | : 


l Sh SeSi Sn, 
l Sh St Sjn Sn 
为 了 说 明 仿 射 括号 代数 的 基底 ， 我 们 引入 新 的 记号 : 
Sia = Sna U 
Sif = ShU C 
CPt, = GP,, U G 
在 仿 射 括号 代数 中 ， 有 两 个 Grassmann-plücker 关系 : 
LES! 
X C D'EX,-X,4X,) [Vi VV] 20 


izl 


d«l 


YXGOUDIV-V--Vuulje(V) 20 


i=l 
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基于 此 ， 有 仿 射 括号 代数 的 两 个 基本 运算 : 扩张 和 收缩 。 

定义 2.2.4 扩张 变换 : KV, WEP SA POE 
d 个 向 量 且 它们 的 括号 [VV] 关 0 。 则 我 们 可 以 对 括号 
多 项 式 P 中 任意 的 包含 的 插 号 [X.--X,,X] 进行 如 下 
操作 : 


[ V, Vi] [X,--X,4X] = > ( 一 1) [ VX ] 


izl 


[Vie Vie V,X] (2.3) 


[Vee Vle (X) = Y C- 1)" (V, V, V,X]o (V) 


izl 


(2. 4) 


其 中 式 (2.3) 就 是 括号 代数 中 的 扩张 变换 ， 式 (2.4) We 
因为 引入 了 o 而 自然 产生 的 扩张 变换 。 

进行 括号 多 项 式 各 种 变化 和 消 点 时 ， 因 为 syzygy 的 存 
在 ,项 数 会 迅速 膨胀 ， 这 样 必须 引入 收缩 变换 ， 将 项 数控 制 
到 最 少 。 需 要 说 明 的 是 ， 直 到 现在 仍然 没有 一 种 完全 的 方法 
能 从 理论 上 保证 什么 时 候 收缩 到 最 短 ， 如 何 收缩 到 最 短 。Li 
与 Wu 在 括号 代数 中 引入 的 强 收缩 方法 ， 在 实际 使 用 中 效果 
mA 

定义 2.2.5 收缩 变换 : 如 果 一 个 括号 多 项 式 通过 某 种 变 
换 ， 项 数 严 格 减少 ， 这 种 变换 就 称 为 收缩 变换 。 

有 时 候 项 数 增加 ， 但 是 能 够 出 现 公 因子 ， 次 数 降低 ， 也 称 
为 收缩 变换 。 事 实 上 一 般 两 者 存在 着 矛盾 ， 要 根据 需要 来 决 
定 。 关 于 公 因 子 的 情况 ， 我 们 给 出 了 完全 的 方法 ， 将 在 下 一 部 
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分 论述 。 
这 里 我 们 给 出 两 个 在 二 维 仿 射 平面 的 收缩 的 例子 ， 它 们 都 
是 由 式 (2.1) AR (2.2) 推导 而 来 : 
[BV,V,]LBV,V,] - (BV,V,][BV,V,] + 
[BV,V,][BV,V,] = 0 
[WV] e (V,) ~ DWVV,] e (V) + 
[VV] e (V) - [VV] e (V) =0 


Wu 提出 了 扩张 和 收缩 两 个 变换 ， 它 们 几何 意义 就 是 对 点 
集 满 足 交 比 或 者 单 比 的 等 式 进行 变换 ， 并 且 给 出 了 如 下 两 个 理 
论 结果 : 

定理 2.2.6 收缩 定理 一 : d,n 是 两 个 正 整数 ， 满 足 条 件 
2 < d < n ,1 了, 是 括号 代数 B, , 的 合 冲 理想 ,已 是 任意 一 个 括 
号 多 项 式 ， 如 果 p ela, Wp 箭 以 一 个 括号 多 项 式 能 被 收缩 
为 零 。 

定理 2.2.7 收缩 定理 二 : d, n ZAREK, WERE 
2 <d < n ,1 是 括号 代数 B; 的 合 冲 理想 , PP 是 任意 一 个 括号 
EMR, MRpel,, Hd <4 时 则 p 乖 以 一 个 括号 多 项 式 能 
被 收缩 为 零 。 


2.3 ”括号 代数 、 仿 射 括号 
.代数 的 整除 性 理论 _ 


对 于 括号 代数 的 运算 ,乘法 通常 情况 下 更 有 意义 ， 因 为 它 
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可 以 给 出 需要 的 几何 解释 ;而 加 、 减 法 相对 较 麻 烦 ， 事 实 上 ， 
加 减法 要 通过 一 系列 的 扩张 和 收缩 才能 给 出 我 们 需要 的 几何 解 
释 。 那 么 除法 能 提供 给 我 们 什么 信息 ? 考虑 除法 是 因为 如 下 的 
原因 : 无 论 是 在 消 元 还 是 计算 ， 我 们 都 希望 括号 多 项 式 的 次 数 
降低 〈 另 外 一 个 是 项 数 减 少 ) ， 这 种 降低 一 般 是 通过 提取 公 因 
子 ， 在 几何 定理 证 明 时 ， 这 个 公 因 子 不 等 于 零 就 自然 是 非 退 化 
条 件 。 我 们 希望 在 每 次 运算 时 都 能 进行 提取 公 因 子 的 操作 ， 这 
就 出 现 了 问题 ， 因 为 括号 代数 或 者 仿 射 括号 代数 中 因为 syzygy 
的 存在 ， 一 个 多 项 式 是 否 能 以 某 一 个 括 号 有 为 公 因 子 是 不 显 
然 的 。 提 取 公 因子 的 本 质 就 是 用 括 号 B 去 除 多 项 式 的 各 个 单 
项 式 ， 这 当中 可 能 某 个 单项 式 或 者 某 些 单项 式 需 要 通过 变换 才 
能 整除 。 

我 们 的 目的 是 要 给 出 一 个 完全 的 方法 来 判断 一 个 括号 已 是 
否 能 整除 括号 多 项 式 P ， 思 路 是 通过 拉 直 算法 。 首 先 我 们 考虑 
括号 代数 的 整除 性 。 

定理 2.3.1 对 于 人 (n,d) 中 的 元 素 我 们 给 出 一 个 序 ， 这 就 
是 字典 序 。 也 就 是 说 ， 括 号 B, = [A],B, = [u]. MRA] < 
[&] ， 是 指 存在 一 个 m,1 <me<d, WEA, -ujls«jem-l, 
且 A。< Jj。。 这 就 指定 了 A (n,d) 中 元 素 的 一 个 总 序 ， 由 此 所 诱 
导 的 单项 式 的 反 字 典 序 我 们 仍然 记 作 符号 “ <“。 通 常 由 此 所 定 
义 的 单项 序 也 叫做 tableaux order, 

tableaux order 可 以 把 A (n,d) 中 的 单项 式 写 成 一 个 矩阵 
或 者 列表 的 形式 。 例 如 有 如 下 括号 : [A], [A] eA(n, 
d),[A] s: s [A] 。 则 对 应 的 一 系列 单项 式 7: = [a] 
[A^]-- [A] ,其 中 A = [A1…As] Sisko WUR RMF 
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列表 (tableaux) BH: 


Ài Aa 
7 At Ai 
Ai Ai 


一 个 列表 (Tableaux) 称 为 是 标准 的 ， 是 说 它 的 每 一 列 都 
已 经 排序 ， 也 就 是 说 : A; < AD < … S ADUBUBIE s = 1,2,…， 
d 都 成 立 ， 否 则 就 称 为 不 标准 的 。 不 标准 也 称 为 不 直 ， 也 就 是 
需要 拉 直 。 

序 的 定义 可 以 让 我 们 给 出 一 个 可 以 降序 的 过 程 ， 拉 直 算 法 
就 是 要 把 不 标准 或 者 说 不 直 的 多 项 式 拉 直 ， 拉 直 的 结果 中 所 有 
的 单项 式 序 都 比 原来 的 序 要 低 ， 这 个 序 是 指 Tableaux FF, 

在 Van der Waerden 的 syzygy 中 


[LXYZ]]: - > sign(T,T”) x [XXa Yne UY. ] 
"ve A(d+l,s) “ 


x [Y, Ya Z,--Z,,] 


EAMRBE Xe. < 了 对 < Z, 则 称 为 拉 直 syzygy, ， 我 们 正 
是 通过 此 过 程 进行 多 项 式 的 拉 直 。 

拉 直 算法 

输入 : 一 个 括号 多 项 式 P。 

输出 : 已 经 拉 直 的 括号 多 项 式 。 

步骤 1: 按照 上 述 的 序 对 尸 排序 ， 并 且 确 定 半 和 d, 

步骤 2: 按照 拉 直 syzygy 对 P 的 每 一 个 单项 式 进行 拉 直 ， 
结果 仍然 记 为 P 。 
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步骤 3: WRP RPR IR ECRIRE DS, BER, HH 
FER 4。 

步骤 4: 结束 ， 输 出 结果 。 

程序 最 后 必 将 终止 ， 因 为 运算 每 一 次 序 都 严格 降低 。 

举 一 个 例子 ,m = 6,d =3,P = [145][156][234] + [124] 
[145][356]。 我们 可 以 看 出 这 个 多 项 式 P 中 的 第 一 项 不 是 标准 
的 ， 因 为 XA，= 5 >A, = 3 ， 而 第 二 项 是 标准 的 ， 所 以 我 们 只 
需 对 第 一 项 进行 拉 直 ， 记 第 一 项 为 7 = [145] [156] [234]. 


[[1562341] = [156][234] + [136][245] - [135][246] - 
[126] [345] + [125][346] + [123][456] 
[145][156][234] = [136][145][245] + [1351145] [246] + 
[126][145][345] - [125] [145] [346] - 
[123] [145][456] 


但 是 第 一 项 ， 第 三 项 仍然 不 直 ， 我 们 继续 拉 直 : 
[136][145] = [135][146] - [134]{156] 
[126][145] = [125][146] - [124][156] 
最 终 我 们 可 以 得 到 拉 直 结果 : 
[145][156][234] = [123][145][456] - [124][145][356] + 


[134][145][256] 


在 我 们 的 系统 中 已 经 集成 了 拉 直 算法 ， 可 以 很 方便 地 对 任 
意 多 项 式 进 行 拉 直 ， 注 意 以 上 所 述 都 是 在 1 < … < … 这 样 的 
自然 序 下 。 

引 理 2.3.2 HEX, «X, <… <X, 的 序 下 ,括号 多 项 式 
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P 可 以 最 终 拉 直 为 P =M, +M, + … + AMM, 的 形式 ,那么 新 的 括 
号 多 项 式 QO = [XX] P 最终 的 拉 直 结果 必 为 如 下 形式 : 


[X,-X,]-P = [X--X,] M + -- [X,--X,] - M, 


证 明 : 证 明 是 简单 的 ， 首 先 根据 拉 直 算法 逐步 降低 tab- 
leaux 序 ， 使 之 降 到 最 小 ， 所 以 拉 直 的 结果 具有 唯一 性 。 

此 外 ， 因 为 在 一 个 括号 中 ， 不 可 能 出 现 重复 的 向 量 ， 否 则 
为 零 ， 所 以 [X,--X,] 在 所 有 的 0 的 可 能 括号 中 具有 最 低 的 
FF, 也 就 是 说 对 于 每 一 个 0 可 能 的 单项 式 中 (每 一 个 都 含有 
[X,--X,]), BEELR ABIDE [X,--X,] ， 仅 会 改变 原来 P 中 的 
单项 式 。 所 以 结果 成 立 。 证 毕 。 

上 述 引 理 的 成 立 是 因为 拉 直 的 唯一 性 和 拉 直 的 严格 降序 操 
作 。 有 了 这 个 引 理 ， 我 们 就 能 够 给 出 一 个 括号 整除 一 个 括号 多 
项 式 的 充 要 条 件 。 

定理 2.3.3 一 个 括号 B = [XX] 整除 括号 多 项 式 P , 
SHERHE X, < … < < … <X, 的 序 下 ， 完 全 拉 直 PP 后 的 
多 项 式 中 的 每 一 个 单项 式 都 包含 B 。 

证 明 : 因为 拉 直 是 syzygy 变化 ， 所 以 充分 性 显然 。 

必要 性 证 明 : 

因为 B 能 整除 P ， 则 PP 必然 是 在 一 些 变化 下 具有 这 样 的 形 
式 :P =M,B+--+M,B, 

如 果 Mi ,… ,MM; 本 身 就 是 直 和 的 ， 则 因为 B 是 在 我 们 所 取得 
序 下 是 最 低 的 序 ， 所 以 每 一 个 单项 式 都 含有 8B ， 根 据 拉 直 的 
唯一 性 命题 成 立 。 

如 果 不 直 ， 对 每 一 个 单项 式 M,,1 <i ck HGRA, AW 
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在 我 们 所 取得 序 下 , 8 是 所 有 括号 中 最 低 的 ， 根 据 引 理 ， 拉 直 
后 的 结果 每 一 个 单项 式 必 然 包 含 B ， 再 根据 拉 直 的 唯一 性 ， 
命题 成 立 。 
综合 两 种 情况 必要 性 得 证 。 
我 们 看 以 下 几 个 例子 : 
【 例 2.1】P: = [126][345] +[124][356] - [125][346]。 
我 们 来 判定 是 否 括号 B = [123] 能 整除 于 它 ， 这 样 就 到 
自然 序 1 < 2 < … < 6 就 可 以 了 ， 在 三 项 里 面 只 有 第 一 项 不 
直 ， 所 以 只 需要 拉 直 第 一 项 。 
[126][345] = [125][346] + [123][456] - [124][356] 
P:= [123][456] 


所 以 [123] 能 够 整除 已 ， 同 时 能 够 看 出 【456] 也 能 整除 P. 
[912.2] Q: = [1241[356] - [134][256] - [123][456]。 
我 们 来 判定 [156] 是 否 能 整除 CQ ， 取 这 样 的 序 1 < 5 < 

6 <2<3<4 。 这 样 可 以 看 出 Q 重 排序 为 : Q = [124]1(563] - 

[134][562] - [123][564] 。 每 一 项 都 不 直 。 

[124][563] = [163][524] - [153][624] - [156][234] 

[134][562] = [156][234] - [152][634] + [162][534] 

[123][564] = [163][524] + [152][634] - [162][534] - 
[156] [234] - [153] [624] 


最 后 计算 0 的 结果 为 : 
Q = - [156][234] 


也 就 是 说 [156] 能 够 整除 已， 同时 [234] 也 必 能 整除 & 。 
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【 例 2.3】 看 下 面 的 括号 多 项 式 : 


P:= [345][236][125][125][346] + 
[345][236][125][235][146] - 
[135]([235][245][126] [346] - 
[125] [345][123] [256] [346] 


它 是 否 包 含 公 因子 [235]? 
事实 上 ， 它 是 包含 公 因 子 [235] 的 ， 取 定 序 2 <3 <S < 
1 <4 <6 ， 对 上 述 括号 多 项 式 进行 拉 直 ， 拉 直 结 果 为 : 


P:- [235][235][214][316][546] - 
[235][231][154](356] [146] 


所 以 可 以 判断 出 含有 公 因 子 [235]。 事 实 上 它 可 以 变化 为 : 


P:= [235]([136][246][125][345] - 
[126][1351[245][346]) 


这 表示 6 AL, 2, 3, 4, 5, 6 共 二 次 曲线 或 者 3 点 2、3、5 
共 面 。 

从 上 面 的 例子 我 们 可 以 看 出 这 样 一 个 现象 . 用 于 判定 所 需 
要 的 序 其 实 有 很 多 种 ， 只 要 满足 括号 B 在 相应 的 序 下 最 低 
BETI o 

推论 2.3.4 上 述 判 定 定理 所 用 的 序 有 多 种 ， 其 序 可 以 写 
成 如 下 的 形式 : 


Xaa < "< X « X. 2) X ocn < Xa 


v(d) 


其 中 ， 设 括号 B = [XX] ,PPRAANMBAX,,-~,X,, 
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7 ,7 是 任意 的 置换 。 

证 明 : 上 述 推论 能 够 成 立 ， 因 为 条 件 中 的 所 有 序 都 不 会 改 
X B = [X,--X,] 在 P 中 序 最 低 的 事实 。 

上 述 关于 括号 的 整除 性 的 给 出 ， 事 实 上 定义 了 括号 代数 中 
的 除法 。 下 面 我 们 考虑 不 再 是 单个 括号 的 情形 : 单项 式 之 于 括 
号 多 项 式 。 事 实 上 上 述 关于 单个 括号 的 整除 性 ， 如 果 结 果 为 单 
项 式 ， 则 根据 齐 次 性 ， 必 然 同 时 给 出 另外 的 公 因子 。 

对 于 一 个 单项 式 M = BB, ， 同 时 设 B, = [Xaa], 
1 大大。 我 们 的 解决 方法 有 两 种 ， 一 种 是 利用 上 述 单 个 括号 
的 结果 ， 不 断 重 复 的 过 程 来 判断 ， 下 面 是 对 应 算法 。 

单项 式 整 除 判定 算法 

输入 : 多 项 式 己 ,单项 式 M = BB, 

输出 : 判断 是 否 能 整除 ， 能够 整除 输出 ime, BM Hh 
false。 

BRi:i=1, 

步骤 2; 如 果 i > ， 转 步 又 4， 否 则 按照 使 B, 序 最 低 的 序 
Xa < … < Xu < … 对 PP 进行 完全 拉 直 。 

步骤 3: 如 果 存 在 拉 直 后 的 结果 中 的 某 一 个 单项 式 不 含有 
B,, 转 步骤 4; 如 果 都 含有 ， 则 每 一 个 单项 式 都 去 掉 B ， 组 成 
一 个 新 的 多 项 式 ， 仍然 记 为 P,i; = i + 1, 转 步 骤 2。 

步骤 4: 如 果 i =k +1, 输出 tue， 否 则 输出 false, 

另外 一 种 是 基于 序 的 分 析 方 法 ， 针 对 P 的 向 量 构 成 ， 有 
以 下 两 种 可 能 情形 。 

第 一 种 情况 对 于 每 一 个 已 中 的 向 量 是 多 重 线性 的 话 ， 根 据 
前 面 的 思路 ， 我 们 仍然 可 以 给 出 一 个 序 ， 使 得 单项 式 M 在 所 
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有 P 的 可 能 的 单项 式 中 tableaux 序 最 低 。 在 不 是 多 重 线性 的 情 
况 ， 我 们 可 以 给 出 一 个 序 , 使 得 守 在 P 所 有 可 能 的 单项 式 序 
中 最 低 。 

引 理 2.3.5 针对 括号 代数 多 项 式 P 的 某 一 个 单项 式 ， R 
们 总 能 定义 己 所 包含 的 向 量 的 一 个 序 ， 使 得 在 此 序 下 ， 此 单项 
式 的 tableaux 序 最 低 。 

证 明 : 我 们 针对 两 种 情况 来 讨论 。 

首先 ， 如 果 对 各 个 向 量 是 多 重 线性 ， 比 如 单项 式 具有 形 
式 : M = BBB, = [Xa Xa], o 所 i 和 ， 我 们 定义 序 为 
Xa <e < Xu <Xy < < 下。 在 此 序 下 ， 显 然 单项 式 计 
具有 最 低 的 序 。 

如 果 各 个 向 量 不 是 多 重 线性 ， 比 如 单项 式 仍然 具有 上 述 的 
形式 ， 仍 然 这 样 排序 : X, < … < Xu XS < … < XU, RAH 
TAR. WRAAE, WHR, EEFE, HARA 
重复 向 量 为 止 ， 最 后 得 到 的 序 就 是 我 们 需要 的 。 我 们 来 证 明 这 
种 情况 下 M 仍然 是 最 低 的 。 任 意 找 一 个 P 的 单项 式 ,并 且 
排列 好 此 单项 式 的 序 ， 然 后 比较 两 者 的 第 一 项 括号 ， 显 然 在 我 
们 的 序 下 ，M 的 序 不 会 高 于 M., KARATE, WE M 的 第 
一 项 括号 的 序 高 ， 命 题 得 证 ; 如 果 M 的 插 号 序 和 MM 的 相同 ， 
也 就 是 第 一 个 括号 都 相同 ， 则 它 对 比较 序 没有 意义 ， 我 们 可 以 
不 考虑 ， 然 后 从 第 二 项 考虑 ， 这 样 一 直下 去 ， 到 最 后 如 果 M 
不 等 于 M， 则 必 有 MWR RM. DEH. 

Re, 同样 可 以 给 出 单项 式 整除 括号 多 项 式 P 的 整除 性 
判定 准则 。 首 先 明确 几 个 概念 : 

定义 2.3.6 一 个 向 量 V 在 多 项 式 P 中 的 次 数 degree (V, 


第 2 章 括号 代数 、 仿 射 括 号 代数 、 整 除 性 | 35 


P) 定义 为 它 在 每 个 单项 式 出 现 的 次 数 ( 因 为 P 是 齐 次 的 )。 

单项 式 的 次 数 定 义 为 此 单项 式 含 有 的 括号 个 数 和 o 个 数 
总 和 。 

一 个 多 项 式 P 的 次 数 是 指 它 某 一 个 单项 式 含 有 的 括号 个 数 
和 o 个 数 总 和 ， 因 为 是 齐 次 的 ， 任 意 取 一 个 单项 式 即 可 。 

定理 2.3.7 如 果 一 个 单项 式 次 数 低 于 一 个 括号 多 项 式 的 
次 数 ， 则 具有 M=B,--B,, B,= [X,eX4]. Leisk 形式 的 
单项 式 整 除 括号 多 项 式 P， 当 且 仅 当 在 我 们 上 述 定 义 的 序 下 完 
全 拉 直 书后 的 多 项 式 ， 每 一 个 单项 式 都 包含 B。 同 样 此 序 并 不 
是 唯一 的 ， 针 对 任何 一 个 括号 内 的 向 量 都 可 以 进行 置换 ， 同 时 
单项 式 内 括号 的 排列 也 会 导致 新 的 序 。 

证 明 : 证 明 与 上 面 类 似 。 

有 了 单项 式 整 除 判断 ， 下 面 我 们 考虑 多 项 式 对 多 项 式 的 整 
除 性 判断 。 

多 项 式 之 间 整 除 性 判定 算法 

输入 :P =M, +…+M,O=AN+…+N，,P 的 次 数 高 于 
Q 的 次 数 。 

输出 : 是否 能 整除 ， 给 出 判断 。 

取 一 个 单项 式 , 例如 N, 按照 此 单项 式 的 序 对 整个 P 进 
行 拉 直 ， 如 果 拉 直 结 果 后 任意 单项 式 都 不 包含 W ， 则 0 不 能 
整除 P。 否 则 ,提取 所 有 包含 N 的 项 ， 记 剩 下 的 多 项 式 仍然 
为 已 ， 然 后 对 那些 所 有 包含 N 的 项 去 掉 WN, ， 记 结果 为 Ro 

依次 类 推 ， 我 们 得 到 一 系列 R, ，…，R,。 

MRR, =…=R， 则 Q@ 能 整除 已 否则 不 能 整除 。 

关于 判断 两 个 多 项 式 能 和 否 相 等 ， 类 似 上 面 的 过 程 。 事 实 上 
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上 述 算法 是 一 个 降低 次 数 的 过 程 ， 判 断 相 等 就 把 次 数 降 到 了 
最 低 。 

下 面 我 们 考虑 仿 射 括号 代数 的 整除 问题 ， 在 此 设 Q 整 
除 P. 

仿 射 括号 代数 的 括号 多 项 式 可 能 有 如 下 三 种 形式 : 

第 一 种 是 仅 含 有 括号 ， 事 实 上 这 是 射影 的 情形 。 

第 二 种 是 仅 含 有 o 结构 。 

第 三 种 是 既 含 有 括号 也 含有 o 结构。 

我 们 分 别 讨论 如 下 : 

dn P, 0@ 都 是 第 一 种 情况 ， 这 是 括号 代数 范畴 ， 属 于 我 
们 上 面 所 讨论 内 容 。 

WR P, 8 都 是 第 二 种 情况 ， 这 个 时 候 不 存在 syzygy 变化 ， 
就 是 简单 的 数 的 整除 ， 容 易 判 定 。 

如 果 P 是 第 一 种 情况 , 8 是 第 二 种 情况 ， 财 不 能 整除 ; 同 
E, WR PERCH, Q 是 第 一 种 也 不 能 整除 。 

如 果 P 是 第 一 种 ,或 者 第 二 种 , Q 是 第 三 种 ， 也 是 不 能 
整除 。 

如 果 P 是 第 三 种 , 0 是 第 一 种 ， 这 时 候 我 们 不 用 考虑 o 结 
构 的 影响 ， 只 需要 考虑 每 个 单项 式 的 括号 部 分 即 可 。 判 断 方法 
就 是 把 按照 @ 的 括号 ， 建 立 一 个 序 ， 然 后 对 括号 部 分 进行 拉 
直 ， 与 两 者 都 是 括号 类 似 。 

如 果 P 是 第 三 种 , Q 是 第 二 种 ， 例 如 : 已 := [123] [456]o 
(1) +[156][134]o(2) , Q:7 ca(1) 这 种 形式 。 我 们 使 用 如 下 方 
法 解决 这 个 问题 : 记 element ( P) 为 P 中 所 有 向 量 的 集合 。 
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判定 方法 

首先 ， 引入 两 个 向 量 V,QV, g element( P) , V,, 
V, eelement( Q) ,然后 将 P 中 的 o 结构 都 写成 括号 的 形式 ， 
Bid c(V) 写成 [VV,V] ， 把 结果 仍然 记 为 P。 把 0 也 写成 
RUMBA, Aine 写成 [VV,X] 。 

RIG RFX «V, <V, < … 对 PP 进行 拉 直 。 这 个 序 的 定 
义 可 以 类 似 于 前 面 括号 的 部 分 。 

如 果 拉 直 的 结果 中 含有 [ViV,X¥] ， 则 说 明 O 能 整除 P, 
否则 不 能 。 

这 个 方法 的 合理 性 来 自 于 o 结构 的 定义 ,把 V,V, 看 做 无 
穷 远 点 ， 因 为 是 齐 次 运算 ， 所 以 如 果 拉 直 后 存在 [V,V,X], 
N V, ,V, 不 会 被 分 配 到 其 他 括号 中 。 

如 果 P 是 第 三 种 ，0 是 第 三 种 ， 也 是 最 复杂 的 一 种 、 最 常 
见 的 一 种 、 首 先 需 要 判断 P，0 的 次 数 ， 如 果 P 的 次 数 低 则 不 
存在 整除 的 可 能 性 。 然 后 可 以 用 类 似 上 面 的 方法 来 处 理 ， 序 的 
选择 按照 如 下 的 形式 ; 


X«V,«VWV«X,«X,4,«X,«-- 


«X, < X, < X, «-- 


这 里 设 RA [X Xna] -[X4X,X,]1o (X) 的 形式 。 

这 个 方法 可 以 推广 到 任意 有 限 维 的 情形 。 

另外 ， 还 需要 考虑 这 样 一 个 问题 ， 虽 然 这 已 经 不 属于 多 项 
式 整 除 性 判定 的 问题 ， 但 是 对 于 计算 还 是 非常 重要 的 。 那 就 是 
如 果 我 们 考虑 的 整除 性 问题 并 不 是 仅 限于 上 面 的 形式 ， 比 如 在 
二 维 仿 射 平 面 上 还 可 能 存在 二 阶 o 结构 的 可 能 。 那 么 关于 这 
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个 整除 性 有 什么 变化 ? 
事实 上 对 于 拉 直 算法 ,可 以 类 似 地 推广 到 仿 射 的 情形 。 
定理 2.3.8 对 于 二 维 仿 射 平 面 上 ， 多 个 2 Br o 结构 之 间 
也 可 以 定义 tableaux FF; 对 于 d +1 维 情 形 ， 多 个 d 阶 og 结构 
也 可 以 类 似 定义 tableaux. 情形 。 设 o(Va Va) 一 直到 
o(Va Va) ， 它 们 可 以 排列 如 下 : 
Vi, TES Via 
mH 
如 果 对 于 上 述 排列 的 矩阵 ， 每 一 列 都 是 排 好 序 的 ， 那 么 就 称 它 
们 是 标准 的 ， 否 则 就 是 不 标准 的 。 
定理 2.3.9 对 于 括号 和 ez 混合 的 情况 , id B= 
[Yat Pan ]… [Ya…Yicar) ] HAMAK M RIY, e 部 分 是 
S =o(Vy Vig) aC Vy Va) ， 我 们 选取 个 向 量 T, ,---,T, 
并 且 定 义 它们 的 序 比 所 有 的 向 量 的 序 都 高 。 然 后 列 成 如 下 表 的 
形式 : 


Y, Ut Y, 
Y, Ut ARD 
LAT T, 
ya oe T, 


如 果 对 于 上 述 列 表 ， 每 一 列 都 是 排 好 序 的 ， 则 称 是 标准 
的 ， 否 则 就 是 不 标准 的 。 
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类 似 的 拉 直 算法 可 以 应 用 于 上 面 ， 这 就 可 以 处 理 需 要 的 
情形 。 

括号 多 项 式 本 身 是 一 种 无 坐标 的 不 变量 组 成 的 多 项 式 ， 考 
虑 它 的 多 项 式 化 ， 就 是 想 把 括号 多 项 式 转 化 成 相应 的 熟悉 的 多 
项 式 情形 ， 并 就 此 提出 一 些 对 应 的 通常 的 多 项 式 问 题 。 

括号 多 项 式 的 多 项 式 化 有 两 种 方法 。 一 种 是 代 人 坐标 ， 根 
据 前 面 的 括号 代数 和 仿 射 括号 代数 的 定义 ， 这 是 很 容易 完成 
的 。 但 是 通过 前 面 给 出 的 例子 也 能 看 出 ， 通 常情 况 下 ， 这 将 会 
导致 得 到 的 多 项 式 非常 复杂 ， 并 且 如 何 由 这 个 多 项 式 返 回 到 括 
号 不 变量 的 层次 是 一 个 没有 解决 的 问题 。 

另外 一 种 是 把 括号 , 或 者 o 整体 看 做 一 个 变量 ， 然 后 进 
行 多 项 式 化 。 通 常情 况 下 ， 得 到 的 是 一 个 带 有 多 项 式 组 约束 的 
多 项 式 。 研 究 原 来 的 括号 多 项 式 的 性 质 也 就 变 成 了 在 一 些 多 项 
式 约束 下 的 多 项 式 的 性 质 ， 这 些 多 项 式 约束 就 是 syzygy ME 
成 的 。 

例如 考虑 一 个 多 项 式 项 数 的 最 简单 问题 是 在 一 维 射影 几何 
里 面 , 仅 有 一 个 最 简单 的 syzygy: [12][34] - [13][24] + 
[14][23] ， 对 于 一 个 二 维 的 插 号 多 项 式 P ， 所 有 的 括号 元 素 
只 能 是 [12]、[23]、[13]、[24]、[14]、[34] 6 个 元 素 。 
这 样 我 们 分 别 设 为 x, ,xa ,xs ,xs,xs ,x。， 这 样 对 于 任意 一 个 括号 
多 项 式 P ， 比 如 我 们 考 赎 它 是 否 等 于 零 ， 可 以 转化 成 如 下 的 
形式 : 


人 — X,X, + X,x, = 0 


P(x, 5X2 4X3 3X4 Xs x6) =0 
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通常 情况 下 ,通过 上 述 的 多 项 式 化 ， 也 就 是 括号 代数 的 
syzygies 被 转化 成 一 系列 多 项 式 限 制 ， 一般 这 些 多 项 式 对 任何 
一 个 变 元 都 是 一 次 的 。 然 后 我 们 要 讨论 的 括号 多 项 式 已 也 相应 
转化 成 一 个 多 项 式 。 根 据 讨 论 的 问题 不 同 ， 可 以 分 为 如 下 几 类 
(这 里 设 由 syzygies 转化 的 多 项 式 限 制 写成 f(xi,…,x,) = 0， 
i =1,…,k ,要 讨论 的 多 项 式 P 记 为 P(xi,…,x,) = 0): 

(1) 一 般 情 况 下 ， 我 们 需要 考虑 P 是 不 是 等 于 零 ， 这 就 
相当 于 考虑 己 是 不 是 在 上 廊 , 户 ,…:, 扩 生成 的 理想 里 面 。 这 个 问题 
可 以 通过 gribner 基 等 方法 来 解决 。 

(2) 有 时 还 要 考虑 P 能 不 能 分 解 ， 这 相当 于 考虑 在 f, 
fio 的 限制 下 多 项 式 P 的 分 解 问题 。 

(3) HF P 的 最 小 项 数 问题 通常 一 个 括号 多 项 式 因 为 
syzygy 的 存在 ， 具 有 不 同 的 形式 ， 但 是 可 以 考虑 这 样 的 情况 ， 
如 果 己 的 次 数 确 定 ， 对 于 每 一 个 单项 式 ， 它 包含 的 括号 是 有 
限 的 ， 把 所 有 括号 中 的 元 素 排 列 起 来 作为 一 个 整体 ， 这 样 P 的 
所 有 单项 式 一 定 是 所 有 排列 的 一 个 子 集 ， 也 就 是 说 肯定 是 有 限 
项 的 。 既 然 是 有 限 项 ， 那 么 一 定 存在 一 个 多 项 式 ， 它 具有 最 小 
的 项 数 。 关 于 括号 代数 的 项 数 问题 已 经 存在 了 100 多 年 ， 一 直 
没有 什么 进展 。 这 对 于 多 项 式 来 说 ， 等 于 在 ,…,f, 的 限制 
F, RKE TA P 的 最 小 项 数 的 形式 。 

(4) 类 似 于 上 面 ， 还 可 以 考虑 已 的 最 大 公 因 子 ， 对 于 多 
项 式 系 统 来 说 ,就 是 在 用 ,… 六 的 限制 下 ， 求 P(x,,…,%,) 的 
最 大 公 因 子 。 

类 似 的 问题 可 以 提出 很 多 ， 相 应 的 一 些 多 项 式 方面 的 理论 
研究 可 以 参见 参考 文献 ”| 。 
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本 章 重点 研究 了 几何 中 的 构造 方式 、 各 种 元 素 的 表示 以 及 
消 元 问题 。 仿 射 几 何 分 为 incidence 部 分 和 conic 部 分 。 在 inci- 
dence 里 面 ， 射 影 几何 里 面 交 于 无 穷 远 点 的 两 条 直线 变 成 了 平 
行 的 直线 ,用 引入 的 边界 算 子 可 以 很 好 地 表示 这 些 平行 关系 。 
在 conic 部 分 ， 抛 物 线 、 椭 图 、 双 曲线 的 构造 方式 多 种 多 样 ， 
本 章 都 给 出 了 对 应 的 表示 ， 同 时 分 析 了 表示 的 对 称 性 。 


= 
5 


本 节 的 最 终 目标 是 用 仿 射 括号 代数 进行 几何 计算 。 计 算 的 
前 提 需 要 给 出 各 种 元 素 的 代数 表示 。 本 节 给 出 的 表示 包括 仿 射 
incidence 几何 和 仿 射 conic 几何 。 

仿 射 几何 中 多 了 平行 的 概念 ， 在 射影 几何 中 对 应 着 两 条 直 
线 交 于 无 穷 远 点 ， 或 者 两 个 平面 交 于 无 穷 远 直线 。 我 们 引 和 人 的 
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边界 算 子 ， 正 是 为 了 解决 这 个 问题 。 例 如 两 条 直线 AB, CD 平 
行 ， 就 可 以 方便 地 写 为 [48 o(CD)] =0, 或 者 [CD o(48)] =0， 
这 就 表示 ，CD 上 的 无 穷 远 点 在 48 上， 或 者 48 的 无 穷 远 点 在 CD 
上 ， 人 也 就 是 48/ CD,， 或 者 CD// 4B， 这 两 种 表示 ， 只 相差 一 个 
符号 。 

本 章 的 结构 大 致 如 下 : 

3. 2 节 给 出 incidence 仿 射 几何 的 各 种 构造 的 代数 表示 ， 这 
其 中 很 多 是 没有 限定 维 数 ， 但 是 我 们 针对 二 维 平面 特别 给 出 了 
描述 。 在 表示 之 后 ， 给 出 了 各 种 构造 方式 ， 并 针对 每 种 构造 方 
式 给 出 了 消 元 规则 。 

3. 3 节 给 出 二 次 曲线 的 表示 ， 这 当中 包括 抛物 线 、 柄 圆 、 
双 曲 线 ， 并 且 讨 论 了 它们 的 对 称 性 。 

3.4 节 给 出 了 二 次 曲线 的 各 种 构造 方式 和 消 元 方法 。 


3.2 Incidence 部 分 的 


下 面 列 出 各 种 incidence 的 表示 如 下 : 
(1) 在 (d -1) 维 仿 射 空间 ，d 个 点 在 同一 个 超 平面 上 : 
[1…d] =0 
o (1d) =0 
例如 在 三 维 仿 射 空 间 ， 三 点 ABC 共 面 ， 就 可 以 表示 为 
[ABC] = 0。 根 据 o MEX, Wit o (ABC) = 0。 
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(2) 在 任意 有 限 维 仿 射 空间 中 ,3 是 1 和 2 的 中 点 的 
AR: 
3 =o (1)2 + o(2)1 
这 是 根据 射影 几何 中 交 比 的 表示 推出 来 的 。 


(3) 在 仿 射 空间 中 ，1、2、3 共 线 ,并 且 3 分 1 和 2 的 单 
比 为 ry 
o (2)[13] -rø (1)[23] =0 
这 也 是 利用 射影 几何 中 交 比 的 表示 ， 而 单 比 定义 为 第 4 点 
是 无 穷 远 点 的 交 比 ， 取 第 4 点 为 o(12) 即 可 。 


(4) 在 仿 射 空间 中 ， 三 条 线 12，34，56 共 点 (这 类 似 于 
射影 情况 ), 12 A34 A 56 = 0 ， 它 可 以 有 三 种 展开 : 


[134][256] - (234][156] = 0 
[356][124] - [456][123] = 0 
[125][346] - [126][345] = 0 


(5) 在 d 维 仿 射 空间 中 , A 是 一 个 (d -1) FAA, A, 
是 一 个 一 维 子 空间 , A, / A: 
[4 e (4)] =0 
例如 d =2， 两 条 直线 12, 34 互相 平行 就 可 以 表示 为 : 
[12 cx(34)] = [123]e (4) - [124]o(3) =0 
MR d =3， 一 个 平面 123 与 直线 45 平行 可 以 表示 为 


[1230 (45)] = [1235]o (4) - [1234]o(5) = 0 
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(6) 在 d 维 仿 射 空间 中 , A = AA, 是 一 个 m HET HI, 
B = BB, 是 一 个 n 维 子 空间 , 这 里 m,n <d,4//B: 
[A An c (BBB)] =0,iAj,1 si,j<n 
或 [B…Br(44)] 20i jlmijsmm., 
例如 d =3， 两 个 平面 123、456 平行 就 可 以 表示 为 : 
[123 ø (45)] =0 
[123 e (56)] =0 
[123 a (46)] =0 
(7) 在 仿 射 空间 中 ，3 个 不 共 线 的 点 的 重心 可 以 表示 为 : 
o(2)0(3)1 +o(l)o (3)2 + go(1)o(2)3 
(8) XE d 维 仿 射 空间 ,一 个 过 4 点 的 (% -1) 维 子 空间 平 
行 于 一 个 固定 的 -1 维 子 空间 B.…B,(1 <k <d) 可 以 表 
示 为 : 


A c (B,--B,) 
如 果 d=2， 通 过 1 并 且 平 行 于 固定 直线 23 可 以 表示 为 : 
lø(23) = 130(2) - 120(3) 


12/34，23//14， 可 以 表示 为 : 


40(2)o(3)1 - o(1)a(3)2 + oa(1)o(2)3 


以 下 是 常用 的 incidence 构造 方式 
[ CI - 1 (free point) ] : 互 是 一 个 自由 点 。 
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[ CI -2 (semi-free point in line) ] : 和 在 一 条 直线 上 。 
[ CI -3 ( semi-free point in parallel line) ] : X ZEXLA C JE B. 
平行 于 直线 AB 的 直线 上 。 
[CI -4 - 1 (proportion) ] : X EHR AB 上 或 者 在 平行 于 4B 
BE LE, ， 并 且 满 足 :[X4]JZLXB] = ro 
[CI - 4 -2 (proportion) ] :了 在 直线 4B 上 或 者 在 平行 于 48B 
的 直线 上 ， 并 且 满 足 : [XA]/[AB] = ro 
[CI-4 -3 (proportion) ] :下 在 直线 4B 上 或 者 在 平行 于 AB 
的 直线 上 ， 并 且 满 足 : [X4]/[ CD] =r. 
[CI -5 -1 (intersection) ] : X Æ AB 和 CD 的 交点 。 
[CI -5 -2 (intersection) ] :和 是 平行 于 DZE 并且 通过 4 的 直 
线 与 BC 的 交点 。 

[CI-5 -3 (intersection) ] ;: X ZAHA BEG BC BO E29 5 
经 过 DD 平行 于 EF 的 直线 的 交点 。 

下 面 给 出 对 应 的 消 元 规则 ， 这 些 规则 适用 于 二 维 仿 射 
平面 。 

消 元 规则 1: 消 自由 点 ”假如 ， 括 号 多 项 式 中 含有 的 未 定 
元 的 个 数 超过 3 个 ， 即 用 如 下 方法 进行 多 余 的 自由 点 的 消去 。 
首先 选 定 3 个 点 作为 基本 坐标 ， 通 常情 况 下 ， 选 取 的 是 P 中 出 
现 最 多 的 3 个 点 。 然 后 按照 此 3 点 用 扩张 公式 进行 扩张 ， 这 个 
扩张 包括 括号 也 包括 o 的 部 分 。 事 实 上 ， 这 是 一 个 坐标 化 的 
过 程 ， 把 其 他 的 自由 点 用 3 个 自由 点 来 表示 ， 坐 标 化 将 消除 
syzygy 的 影响 。 

消 元 规则 2: 直线 上 的 半 自 由 点 WX HARARE 的 半 
自由 点 ,， 对头 的 消去 有 两 种 方法 ; 一 种 是 简单 地 用 [ABX] =0 


_46 | 仿 射 括号 代数 理论 算法 与 应 用 


EF, 其实 是 把 对 写成 r,4 €6nB 的 形式 。 另 外 一 种 是 参照 上 
面 坐标 化 的 方法 , 在 P 中 选取 一 个 点 ,一 般 也 选取 出 现 次 数 最 
多 的 向 量 , 例如 C ， 然 后 按 R ABC 进行 扩张 。 

消 元 规则 3: 平行 直线 上 的 半 自 由 点 ”根据 构造 , 瑟 在 过 
点 C 并 且 平 行 于 48 的 直线 上 ， 对 于 括号 多 项 式 P 中 的 任意 一 
个 括号 [ EFX] 用 如 下 的 消 元 规则 。 对 [Co(48)X] =0 展 
开 得 到 : [Ca(4B)]X = [CX]a (AB) - [o(4B)X]C ,添加 4 
后 变 成 : [ABC]o (A)X = [ABX]o(A)C - [ACX]o (AB) ， 代 
入 后 得 到 : 

[ABC][EFX]o(A) = [ABX][ CEF]o(A) - 
[ACX]o(AB A EF) 
其 中 e(AB A EF) 的 消 元 使 用 后 面 的 消 元 规则 。 对 于 包含 并 
的 e 结构， 用 如 下 的 消 元 规则 : 
[ABC]o(X) = [ABX]o(C) 

消 元 规则 4: 比例 1 工 在 直线 AB 上 或 者 在 平行 于 4B 的 
直线 上 ， 并 且 满 足 [X4]/[4B] =r 。 对 于 包含 下 的 任意 括号 
[ EFX ] ， 用 如 下 的 消 元 规则 : 


[EFX] = r[AEF]a (B) + [BEF]o(A) 
对 于 任意 包含 了 的 o 结构 : 
(r+l)o(X) = re(B) +a(A) 


消 元 规则 5: 比例 2 工 在 直线 AB 上 或 者 在 平行 于 AB 的 
直线 上 ， 并 且 满 足 LX4]/[48] =, 。 对 于 包含 了 的 任意 括号 [ 
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EFX ] ， 用 如 下 的 消 元 规则 : 
[EFX] = r[AEF]a (B) + (1 - D[BEF]o (A) 
对 于 任意 包含 工 的 o 结构 : 
(r+1)a(X) = re(B) + a(A) 
消 元 规则 6: 比例 3 在 直线 4B 上 或 者 在 平行 于 48 的 


直线 上 ， 并 且 满 足 [X4]/[ CD] =r 。 对 于 括号 多 项 式 P 中 任意 
的 包含 的 括号 [EFX] ， 用 如 下 规则 进行 消 元 : 


[EFX] = [AEF]o(D)o(C) * rL CEF]o (40e (D) - 

r| DEF ]a(C)a(A) 
对 于 含 于 o BAPH X, 用 如 下 方法 进行 消 元 : 
a(X) =o(4) +rø(C) -ro(D) 

消 元 规则 7: 交点 1 X RE AB 和 CD 的 交点 ,让 = AB A 
CD。 对 于 括号 多 项 式 P 中 任意 的 包含 了 的 括号 [ EFX], A 
如 下 规则 进行 消 元 : 

(1) WR [ EFA]. [EFB] 中 有 一 个 为 零 ， 则 使 用 如 下 展 
开 : 


X = AB A CD = [CDB]A - [CDA]B 


例如 [ EFA ] =0, 则 [ EFX] =- [ CDA] [ EFB ]. 
(2) WR [EFC]. [ EFD] 中 有 一 个 为 零 ， 则 使 用 如 
下 的 展开 : 


X = AB ^ CD = [ABC]D - [ABD]C 
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例如 [ EFC ] =0, W [ EFX]=-[ ABC] [EFD]. 
(3) MR [ABE], [ ABF] 中 有 一 个 为 零 ， 则 可 以 得 到 
如 下 等 式 : 
[EFX] = [ABE][CDF] - [ABF][CDE] 
(4) mR [ CDE] 、[ CDF] 中 有 一 个 为 零 ， 则 可 以 得 
到 如 下 等 式 : 
[EFX] = [CDE][ABF] - [CDF][ABE] 
(5) 如 果 上 述 都 不 成 立 ， 就 要 考虑 它们 的 构造 顺序 ， 例 如 
A, B, C, D, E, F 的 构造 顺序 。 因 为 是 纯粹 的 计算 过 程 ， 
没有 办 法 考虑 几何 在 其 中 的 影响 ， 所 以 要 看 前 面 的 构造 结构 。 


如 果 在 以 前 的 构造 中 ， 某 对 点 出 现 的 次 数 之 和 最 多 ， 比 如 A, 
B 两 点 最 多 ，E、F 两 点 最 少 ， 可 用 如 下 的 展开 : 


[EFX] = [ABE][CDF] - [ABF][ CDE] 
(6) o 结构 的 展开 ， 如 果 [ABC], [ABD] 中 有 一 个 为 
=, 不妨 设 [ ABC) =0， 则 用 如 下 展开 : 
c(X) =- [ABD]o(C) 
如 果 [ CDA], [ CDB] 中 一 个 为 零 ， 不妨 设 [ CDA ] -0, 
则 用 如 下 展开 : 
a(X) =- [CDB]o(A) 


否则 按照 4、B、C、D 在 多 项 式 中 出 现 的 次 数 来 决定 。 不 
WRAL, 在 括号 里 面 出 现 的 次 数 最 多 ， 则 
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o(X) = [ABC]a(D) - [ABD]o(C) 
如 果 4、B 在 o 结构 里 面 出 现 得 多 ， 则 用 : 
o(X) = [CDA]o(B) - [CDB]o(A) 
消 元 规则 8: 交点 2 在 此 构造 中 , X = BC 人 4 
c(DE) ， 它 可 以 展开 成 为 : [ABC] o (DE) - [BC o (DE)] 


4。 当 然 它 也 可 以 展开 成 更 简单 的 形式 ， 但 是 有 时 候 会 带 来 
麻烦 。 


对 于 每 一 个 包含 了 的 括号 ,例如 [ EFX ] ， 我 们 用 下 列 规 
RO s X : 


如 果 [ PQA) =0, JH: 
[POX] = [PQo (DE) ][| ABC} 

mR [ PQB ] =0， 用 : 
[PQX] - - [PQC][AB o (DE)] 

mk [ PEC ] =0, 用 : 
[PQX] = [PQB][AC o (DE) ] 


如 果 [ POD], [ POE] PA—-TAS, Piin [ POD ] = 
0, FA: 
[PQX] =- [PQA][BCo (DE)] - 
[PQE][ABC] o (D) 


和 否则， 我 们 考虑 5 个 点 在 括号 还 是 在 o 中 出 现 的 次 数 来 决 
定 ， 类 似 于 上 面 过 程 。 对 于 (X) 用 下 列 展开 : 
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ao (X) = [BCD] e (E) a (A) - [BCE] ø (D) a (A) 


消 元 规则 9: 交点 3 此 时 = An (BC) ^ Da(EF) ,这 
时 可 以 把 它 看 做 两 条 直线 的 交点 来 利用 交点 1 消 元 规则 。 注 意 
此 时 把 og 结构 整体 看 做 一 个 点 ， 然 后 考虑 是 否 有 含有 o 的 括 
号 有 单项 展开 ， RARER MN ROME EET (后 续 章 节 
将 有 论述 ) 。 


3.3 _ 仿 射 二 次 曲线 的 仿 射 
“括号 代数 表示 _ 


"—————— RAB A= 
次 曲面 部 分 ， 这 里 仅仅 考虑 二 次 曲线 。 关 于 二 次 曲面 ， 无 论 
在 射影 几何 还 是 仿 射 几何 中 ， 都 是 一 个 待 开 拓 的 领域 。 以 下 
所 有 表示 的 来 源 都 来 自 于 射影 几何 中 经 典 的 表示 ,然后 通过 
计算 得 出 来 的 。 首 先 列举 射影 几何 conic 部 分 的 一 些 关键 的 
表示 。 

在 射影 平面 上 ， 根 据 Pascal 定理 , 6 点 1、2、3、4、5、6 
共 二 次 曲线 当 且 仅 当 12 A 56 、13 A 45 ,24 A 36 三 点 共 线 。 这 
样 通过 展开 [(12 A 56) (13 A 45)(24 A 36)] = 0 ， 可 以 
得 到 : 


conic(123456): = [135][245][126][346] 
- [1251[345][1361[246] =0 


这 样 由 5 Ax 1. 2. 3. 4. 5 决定 的 二 次 曲线 上 任意 一 点 都 满 
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足下 述 方程 (任意 三 点 不 共 线 ) ， 此 方程 也 就 是 射影 平面 上 二 
次 曲线 的 通用 表示 : 


conic(12345,X): = [135] [245][12X][34X] - 
[125][345][13X][24X] = 0 
(3.1) 


以 下 我 们 都 用 5 个 点 连 写 来 表示 由 这 5 点 决定 的 射影 
二 次 曲线 。 则 两 个 点 4，B 关于 二 次 曲线 12345 A C4 FL (XC 
M: 
conjugate( 12345 , A, B) 
= [135 ][245]([12A][34B] + [128] [34A]) - 
[125] [345] ([134] [248] + [138][244]) =0 (3.2) 
射影 二 次 曲线 12345 上 过 5 点 的 切线 可 以 表示 为 (5 不 是 
二 重点 ) : 
tangent(12345,5): = ([134][235][245]15 - 
[135][145] [234]25 (3.3) 
如 果 直 线 12 不 与 射影 二 次 曲线 12345 JH UJ, W 12 关于 
12345 的 极点 可 以 表示 为 
pole(345,12) . = [145][234][235]1 + 
[134][135][245]2 - 
[124][125] [345 ]3 (3.4) 
其 中 式 (3.1) 关于 1.2.3.4. 5, X ROK; X 
(3.2) 关于 1、2、3、4、5 反对 称 ; A (3.3) €T 1, 2, 3, 
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4 反对 称 ; A (3.4) 关于 1、2 对 称 ， 关于 3、4、5 反对 称 。 

仿 射 二 次 曲线 有 三 种 ， 它 们 是 根据 与 无 穷 远 直线 的 关系 进 
行 分 类 的 。 

(1) 与 无 穷 远 直 线 相 切 的 二 次 曲线 ， 称 为 抛物 线 ， 过 此 
切 点 的 非 无 穷 远 直线 称 为 直径 。 

(2) 如 果 二 次 曲线 与 无 穷 远 直 线 有 两 个 实 交点 ， 称 此 为 
双 曲 线 ， 过 此 两 个 实 交点 的 两 条 直线 ， 称 为 渐 近 线 。 无 穷 远 直 
线 的 极点 ， 也 就 是 这 两 条 渐 近 线 的 交点 称 为 双 曲 线 的 中 心 ， 过 
中 心 的 直线 称 为 直径 。 

(3) 如 果 二 次 曲线 与 无 穷 远 直线 有 两 个 虚 交 点 ， 称 为 椭 
圆 。 同 样 定 义 它 的 中 心 为 无 穷 远 直线 的 极点 ， 直 径 为 过 中 心 的 
直线 ， 直 径 与 无 穷 远 直线 的 交点 的 极 线 ， 如 果 不 是 无 穷 远 直 
线 ， 则 被 称 为 此 直径 的 共 斩 直 径 。 特 别 地 在 实 仿 射 几 何 里 面 ， 
椭圆 没有 渐 近 线 。 

椭圆 和 双 曲 线 都 称 为 有 心 二 次 曲线 ， 抛 物 线 称 为 无 心 二 次 
曲线 ， 没 有 渐 近 线 与 中 心 的 概念 ， 因 为 它们 都 是 无 穷 的 。 

在 实现 的 程序 里 面 ， 所 有 的 相关 表示 都 可 以 自动 给 
出 ， 这 是 因为 无 论 括 号 还 是 e 结构 中 的 元 素 都 是 对 点 的 
位 置 的 索引 ， 所 以 当 需 要 不 同 表示 时 ， 只 需要 调整 这 些 点 
的 位 置 。 

说 明 : 以 下 的 3 个 小 节 给 出 了 大 量 的 表示 ， 但 是 去 掉 了 表 
示 的 公式 编号 ， 这 可 以 使 整体 美观 ， 并 且 在 后 面 需要 时 可 以 用 
表示 的 名 称 来 索引 。 同 时 也 给 出 了 表示 的 对 称 性 ， 这 些 对 称 性 
是 很 容易 验证 的 。 


第 3 章 表示 、 构 造 和 消 元 | 53_ 


3.3.1 相关 掀 物 线 的 仿 射 括号 代数 表示 


下 面 给 出 抛物 线 的 表示 ， 它 们 都 是 在 抛物 线 定理 证 明和 计 
算 中 常用 的 。 注 意 ， 用 来 表示 无 穷 远 点 的 了 或 者 Ti ~ T, 都 可 
以 用 类 似 o (AB) 的 边界 结构 来 代替 。 

(1) 在 仿 射 平面 上 , X ERA 1, 2, 3 和 直径 方向 了 决 
定 的 抛物 线 上 : 


parabola(1237, X): = [13X][23T][2XT]a (1) - 
[137] [23X][1XT]o (2) 
-0 
以 上 的 表示 关于 1, 2 是 反对 称 的 。 
如 果 方 向 是 由 e(45) 给 出 : 
parabola(123(45),X): = [13X][23e (45) ][ 2Xo (45) Jo(1) - 
[23X][13e (45) ][ 1Xe (45) ]e (2) 
=0 
(2) 在 仿 射 平面 上 ， 经 过 点 1 的 切线 可 以 表示 为 
paratangent(1237,1): = + [137T][137]o (2)12 - 
[127] [127]o(3)13 
以 上 的 表达 关于 2, 3 是 反对 称 的 。 
如 果 方 向 是 由 o(45) 给 出 : 
paratangent(123(45),1): = + [13045)][130(45) Jo(2)12 - 
[120 (45) ][ 120 (45) ]o(3)13 
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(3) 在 仿 射 平面 上 ， 一 条 线 TB 交 上 述 形式 表示 的 抛物 线 

于 一 点 ， 这 里 8 不 在 抛物 线 上 ， 则 交点 可 以 表示 成 如 下 形式 : 
Xr = 0 (22 [137][3TB]12 A TB - 
c (3) [127] [2TB]13 A TB 
表达 式 关 于 2，3 是 反对 称 的 。 
如 果 方 向 由 o(45) 给 出 : 
X,assaneus) = o (2)[130(45)][30(45)B]12 A o(45)B - 
c (3)[120 (45) ] 20 (45) B]13 A o (45)B 

(4) 在 仿 射 平 面 上 ， 一 条 直线 1B 交 上 述 抛物 线 于 两 点 ， 

8 不 在 抛物 线 上 ， 则 除 点 1 外 另外 一 个 交点 可 以 表示 为 
Kpir = 0 (2)[137][128]73 A 1B - 
c (3)[1271[13B]72 A 1B 

表达 式 关 于 2，3 是 反对 称 的 。 

如 果 方 向 由 o(45) 给 出 : 

X ig 1230(45) =o (2)[130@(45) ][128]0 (45)3 A^ 1B - 

o (3) [12e (45) ][13B]0 (45)2 A 1B 

(5) 在 仿 射 平面 上 ，1、2、3 不 共 线 ， 过 点 1 切线 与 过 点 

2 切线 的 交点 可 以 表示 为 
intertangent( 1237,12) : = [237]*o(1)1 - [13T]?e(2)2 - 
[12T]?o(3)3 


表达 式 关于 1、2、3 是 对 称 的 。 
(6) 在 仿 射 平面 上 ，1、2、3 不 共 线 ， 过 点 1 切线 与 弦 23 
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的 交点 可 以 表示 为 


tangent Cord(1237,1,23): = - [13T]’o(2)2 + 
[12T]*o(3)3 


表达 式 关 于 2、3 是 反对 称 的 。 

关于 抛物 线 表示 的 证 明 以 及 后 面 的 椭圆 、 双 曲线 表示 的 证 
明 都 类 似 ， 这 里 仅仅 列 出 抛物 线 表达 式 的 推导 过 程 如 下 : 

在 射影 方式 下 ,由 5 点 1，2，3, 7, 世 决定 的 二 次 曲线 ， 
由 式 (3.1) 到 式 (3.4)， 它 过 了 点 的 切线 可 以 表示 称 为 


tangentiarx r: = [13X][23T] [27X 1T - 
[23X] [13T][ 1TX]2T 


根据 抛物 线 的 定义 ， 这 应 该 是 一 条 无 限 远 直 线 ， 对 于 任意 的 无 
限 远 点 五: 


[13X] [237] [27X] [1TE] - 
[23X][13T][1TX][2TE] = 0 


这 样 根据 边界 量 的 定义 ,能 够 将 上 述 表达 式 写 成 如 下 形式 : 


[13X][237][27X]o(1) - 
[23X][137T][17TX]o(2) = 0 


这 就 是 仿 射 几何 中 抛物 线 的 表示 。 上 述 (2) (3) (4) 的 表示 
可 以 类 似 证 明 ，(5) (6) 的 表示 通过 直接 计算 获得 。 
仅仅 依靠 上 述 的 表示 ， 在 实际 计算 中 仍然 有 很 多 局 限 。 
下 面 将 分 析 上 述 表 示 与 射影 情况 conic 的 一 些 关 系 ， 有 了 它 
们 就 可 以 应 用 射影 中 的 一 些 变换 结论 。 其 中 7 特 指 直径 方 
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向 ， 它 完全 可 以 用 o(48B) 表示 ,这 里 4、B8 是 仿 射 平 面 的 两 个 
点 。 

命题 3.3.1 任意 三 点 不 共 线 ， 则 4、5 两 点 在 由 1、 
2、3、 了 决定 的 抛物 线 上 ， 当 且 仅 当 conie (12345T) =0 
成 立 。 

证 明 : 充分 性 是 显然 的 。 下 面 我 们 证 明 必要 性 。 

根据 命题 ，4、5 在 parabola (123 T) 上 ， 则 有 如 下 两 式 
成 立 : 


parabola(123T,4) ; = [134] [23T] [24T]o (1) - 
[137] [234] [147]o (2) =0 
parabola (1237,5) ; = [135] [23T] [25T]o (1) - 
[137] [235][15T]o(2) =0 


将 上 述 两 式 写成 比例 形式 ， 把 关于 4 或 者 5 的 括号 移 到 等 式 一 
边 ， 就 可 以 得 出 结论 。 

命题 3.3.2 任意 三 点 不 共 线 ，4、5 两 点 在 由 1、2、3、 
了 决定 的 抛物 线 上 ， 则 有 下 列 两 式 成 立 : 


[135] [275 ] parabola(1237,4) - (134] [274] 
parabola(1237,5) = [137] (2) conic( 712345) 
[235 ] [1TS ] parabola (1237,4) - 
[234] [174 ] parabola ( 1237,5) 
= (23T] o (1) conic( 712345) 


WEBB: 直接 写 出 parabola (1237, 4) 和 parabola (1237, 
5) 的 表达 式 ， 按 照 命题 计算 即 可 。 
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事实 上 关于 抛物 线 的 各 种 定理 ， 进 行 机 器 证 明 是 容易 的 ， 
这 是 因为 它 的 表示 相对 简单 。 从 例子 来 看 ， 困 难 程度 是 椭 
Bl > WHA > MWA. 


3.3.2 相关 椭圆 的 仿 射 括号 代数 表示 


下 面 给 出 椭圆 的 表示 ， 它 们 是 在 以 后 计算 中 常用 的 ， 但 是 
表达 要 比 抛物 线 复杂 得 多 。 
(1) 在 仿 射 平面 上 , 经 过 5 点 1，2,3, 4, 5 P up 
以 表达 为 
ellipse(12345,X): = + [125] [345] [13X][24X] - 
[135]1[245][12X][34X] = 0 
EXT 1, 2, 3, 4, 5 五 点 反对 称 。 
它 的 中 心 可 以 表示 为 
0(12345) - h,( - ho (1) +h, o (2) +ho(3))1+ 
h (hio (1) -h,o (2) * ho (3))2 4+ 
h,(h,o (1) +h, o (2) -h,o (3))3 
上 述 表 示 关 于 1，2，3 是 对 称 的 。 
它 通过 点 1 的 直径 可 以 表示 为 
diameter( 12345,1) = h,(h,o (1) -h,o (2) + ho (3))12 + 
hy(hyo (1) +h, o (2) - hyo (3))13 
HERR A, = [145][234][235] , h, = [134][135][245] , h, = 
[124][125][345] ， 上 述 表 达 关 于 2，3 是 对 称 的 。 
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它 经 过 其 上 点 1 的 切线 可 以 表示 为 


ellitangent( 12345,1): = + [134][135][245]12 - 
[124] [125] [345 ]13 


这 个 表示 关于 2，3 是 反对 称 的 。 
经 过 它 上 面 两 点 1 和 2 的 切线 的 交点 可 以 表示 为 (如 果 不 
平行 ) 
intertangent(12345,12): = [145][234][235]1 + 
[134][135][245]2 - 
[124] [125][345]3 
这 个 表示 关于 1，2 是 对 称 的 ， 关 于 3，4，5 是 反对 称 的 。 
(2) 在 仿 射 平面 上 ， 经 过 不 共 线 1，2,，3 三 点 ， 具 有 中 
心 0 BS LR] ELO ON 
O(12345) ; = «2[123] [120] [10X][20X]o (3) - 
[123][123][10X][20X]a(O) - 
[12X]1(12x]1[1301[230]oe (0) + 
2[12X]1[10X][130][230]e (2) - 
2(12X][20X][130][230]o (1) 
上 述 表 示 关 于 1，2，3 是 对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 直径 是 可 以 表示 为 
diameter(1230,1); = 10 
10 HERBY ELO DUI 


con-diameter( 1230,1); = «[130][130]o (2)o0(2)10 - 
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[120][120]e(3)0(3)10 - 
[130][230]e (1)0(1)20 - 
[1201[230]o(1)0(1)30 


它 关 于 2，3 是 反对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 切线 可 以 表示 为 
ellitangent(1230,1): = «2(130][130]o(2)12 + 
[1231[130] ø (0)12 - 
2[120][120]o(3)13 + 
[123][120]0(0)13 


它 关于 2，3 是 反对 称 的 。 
3.3.3 相关 双 曲 线 的 仿 射 括号 代数 表示 


双 曲 线 的 表达 要 比 椭圆 容易 ， 比 抛物 线 复 杂 ， 它 的 表示 也 
是 最 多 的 。 我 们 将 分 别 给 出 。 
(1) 在 仿 射 平面 上 ,经 过 5 点 1, 2, 3, 4, 5 HMR 
以 表示 为 
hyperbola(12345,X) := + [125][345][13X][24X] - 
[135][245][12X][34X] 
上 述 表 示 关 于 1，2，3，4，5 是 反对 称 的 。 
它 的 中 心 可 以 表示 为 : 
0(12345) = h.(- hø (1) +h, ø (2) + 
h,o(3))1 * h; Cho (1) - 
h,a (2) + ha (3))2 + 
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h,(h,o (1) +h,o(2) - 
h,o (3))3 


上 述 表 示 关 于 1，2，3 是 对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 直径 可 以 表示 为 
diameter( 12345,1) = h,(h,o (1) - h, o (2) + h,o (3))12 + 
h,(h,o (1) +h, ao (2) - 
ho (3))13 
JERE A, = [145][234][235] , h, = [134][135][245] , k, = 
[124][125][345] , 
它 经 过 点 1 的 切线 可 以 表示 为 
hypertangent( 12345,1) := + [134][135][245]12 - 
[124][125][345]13 


上 述 表 示 关 于 2，3 是 反对 称 的 。 
(2) 在 仿 射 平面 上 ， 由 不 共 线 的 3 点 1,2, 3 以 及 中 心 0 
决定 的 双 曲 线 可 以 表示 为 


hyperbola(1230,X); = «2[123][120][10X][20X]a (3) - 
[123][123][10X][20X]e(O) - 
[12x] [12X][130][230]e (O0) + 
2[12X][10X][130][2301e (2) - 
2[12X][20X][130][230]e (1) 
上 述 表 示 关 于 1，2，3 是 对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 直径 是 10 。 
10 HEPHBAURRH 
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con-diameter(1230,1): =+ [130][130]0(2)0 (2)10 - 
(1201[120]oe(3)0(3)10 - 
[1301[230]o(1)0(1)20 - 
[120][230]e (1)e (1)30 
上 述 表示 关于 2，3 是 反对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 切 点 可 以 表示 为 
hypertangent(1230,1) := +2[130][130]o(2)12 + 
[123][130]o(0)12 - 
2[120]1[120]0(3)13 + 
[123][120]c(0)13 
上 述 表达 关于 2, 3 是 反对 称 的 。 
(3) 在 仿 射 平 面 上 ， 经 过 点 1 并 且 具 有 两 条 渐 近 线 23, 
45 的 双 曲 线 可 以 表示 为 
hyperbola(1,23,45,X);: = [123][145]o (X)? - 
[23X][45X]lo (1)? =0 
上 述 表示 关于 2,3 是 反对 称 的 ， 关 于 4， 5 也 是 反对 称 的 。 
它 的 中 心 0 可 以 表示 为 
0(1,23,45) := 23 A 45 
它 经 过 点 1 的 直径 可 以 表示 为 
diameter(1,23,45,1) : = 1(23 A 45) 
它 经 过 点 1 的 切线 可 以 表示 为 : 


hypertangent(1,23,4$,1): = [145]e (3)12- [145]@(2)13 + 
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[123]o (5)14 - 
(123 ]o (4)15 


上 述 表 示 关 于 2, 3 是 反对 称 的 ， 关 于 4，5 也 是 反对 称 的 。 
(4) 在 仿 射 平面 上 ， 经 过 1, 2, 3 三 点 ， 并 且 具 有 一 条 
HEERA 45 的 双 曲 线 可 以 表示 为 
hyperbola(123,45,X): = o (12 A 45)7[345][13XJ[23X] - 
ao (13 A 45)! [245][ 12X1[23X] + 
o (23 A 45)? [145] [ 12X ][ 13X] 
-0 
上 述 表示 关于 1，2，3 是 反对 称 的 ， 关 于 4，5 也 是 反对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 切线 可 以 表示 为 
hypertangent(123,45,1) = ø (13 A 45)'[245]12 - 
a (12 A 45)?[345]13 
上 述 表 示 关 于 2, 3 是 反对 称 的 ， 关 于 4，5 也 是 反对 称 的 。 
它 的 中 心 0 可 以 表示 为 
0(123,45) = o’(1)[245][345](23 A 45) - 
a^ (2) [145][345](13 A 45) + 
o^ (3) (145][245] (12 A 45) 
上 述 表示 关于 1，2，3 是 反对 称 的 。 
它 经 过 点 1 的 直径 可 以 表示 为 
diameter(123,45,1) = (ø ° (1)[345]* - 
a ^ (3) [145]?) [245]12 + 


第 3 章 表示 、 构 造 和 消 元 LS 


(e ^ (2) [145]? - 
o ^ (1) [245]? ) [345 ]13 


上 述 表 示 关 于 2, 3 是 反对 称 的 ， 关 于 4，5 也 是 反对 称 的 。 
它 通过 点 1 的 直径 的 共 轿 直径 可 以 表示 为 
con-diameter(123,45,1) = o ^(1)[145][245][345]23 + 
o^ (1) [123] [245] [345 ]45 + 
o (3) [145]? [245]12 - 
o ? (2) [145]? [345]13 


上 述 表 示 关 于 2,3 是 反对 称 的 ， 关 于 4，5 也 是 反对 称 的 。 
(50 在 仿 射 平面 上 ， 经 过 1，2，3，4 并 且 一 条 渐进 线 方 
向 是 T 的 双 曲 线 可 以 表示 为 
hyperbola(1234,T,X) = [12T][34T][13X][24X] - 
[137][247T][12X][34X] 
上 述 表 示 关 于 1，2，3，4, T,X 是 反对 称 的 。 
它 的 中 心 O 可 以 表示 为 
0(1234,T) = a(bo (2) -ao (1))1 + 
b(am (1) -bo (2))2 4+ 
clas (1) * bo (2))T 
这 里 如 果 用 置换 ER, WER RE—TMESHVS. 
在 此 表示 里 面 
a = [234][147]1237] 
b = (134][13T](24T] 
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c = [124][127][347] 


对 应 上 述 (5) 的 表示 ,还 可 以 给 出 经 过 1、2、3 三 点 ， 
以 及 两 条 渐 近 线 方向 mi .T, 的 双 曲 线 表 示 ， 它 类 似 于 上 面 的 
结果 。 值 得 注意 的 是 ， 充 分 利用 构造 的 条 件 以 及 射影 的 结果 ， 
将 会 使 证 明 变 得 简洁 快速 ， 这 在 本 章 后 面 的 例子 中 可 以 看 到 。 


3.4 仿 射 二 次 曲线 的 
一 构造 与 消 元 _ 


本 节 给 出 的 是 仿 射 几何 中 特有 的 构造 ， 省 路 了 与 射影 几何 
相同 的 构造 方式 。 
[CP -1 (semi-free) ] : 互 是 抛物 线 上 的 半 自 由 点 。 
[CP -2 (semi-free) ] : 和 是 抛物 线 切 线 上 的 半 自 由 点 。 
[CP-3 -1 (intersection)]: 了 了 是 一 条 直线 与 抛物 线 的 
交点 。 
[CP -3 -2 (intersection) ]: 和 是 经 过 一 个 点 且 平 行 于 抛 
物 线 的 一 条 切线 的 直线 与 抛物 线 的 交点 。 
[CP -3 -3 (intersection) ] :X 是 一 条 平行 于 已 知 直 线 的 直 
线 与 抛物 线 的 交点 。 
[CP -4 -1 (intersection) ] :天 是 一 条 直线 与 直径 的 交点 。 
[CP -4 -2 (intersection) ] :了 是 一 条 直线 与 过 抛物 线 上 一 
点 的 切线 的 交点 。 

[CP - 4 -3 (intersection) ] :了 是 抛物 线 直径 与 扫 物 线 上 一 
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点 的 切线 的 交点 。 

[CP -4 -4 (intersection) ] :下 是 一 条 抛物 线 切 线 与 另外 一 
条 切线 的 交点 ， 事 实 上 就 是 两 个 切 点 连 线 关 于 抛物 线 的 极点 。 

椭圆 和 双 曲 线 的 很 多 构造 相同 。 另 外 由 5 点 决定 的 椭圆 双 
曲线 和 射影 情况 下 相同 。 我 们 将 省 略 相同 的 构造 ， 换 句 话说 ， 
我 们 把 目光 集中 在 仿 射 几何 特有 的 构造 上 。 

下 列 构造 是 带 有 中 心 的 二 次 曲线 的 构造 ， 除 了 特别 说 明 
外 ， 每 一 种 构造 都 有 三 种 情况 : 中 由 3 点 和 中 心 0 决定 的 二 次 
曲线 。 此 二 次 曲线 可 能 是 椭 贺 或 者 双 曲 线 。 人 加 由 3 点 和 一 条 渐 
近 线 决定 的 双 曲 线 。@ 由 一 点 和 两 条 渐 近 线 决 定 的 双 曲 线 。 如 
果 渐 近 线 给 出 的 是 方向 ， 这 和 5 点 的 情况 完全 相同 。 

[CC - 1 -1 (semi-free point) ] :和 是 二 次 曲线 上 一 点 。 

[CC -1 -2 (semi-free point) ] ; X 23% HHS AY Jc S IU HR 
上 的 一 点 。 

[CC -2 (center) ] : X J& —UX Hl £g BS PL, 

[CC -3 (tangent point) ] : X & 5j —2& V] ZXV- 3 B9 00 2X E] UJ] 
点 。 

[CC -4 - 1 (conic Intersection) ] : 蕊 是 一 条 直线 与 二 次 曲 
线 的 交点 。 

[CC -4 -2 (conic intersection) ] ;了 是 与 一 条 切线 平行 的 
直线 与 二 次 曲线 的 交点 。 

[CC -4 - 3 (conic intersection) ] :对 是 与 一 条 直径 平行 的 
直线 与 二 次 曲线 的 交点 。 

[CC - 4 - 4 (conic intersection) ] :下 是 一 条 通过 双 曲 线 上 
一 点 4 的 直线 与 其 共 轿 双 曲 线 的 交点 。 
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[CC -5 -1 (line Intersection) ] : 是 一 条 直线 与 一 条 切线 
的 交点 。 

[CC - 5 -2 (line Intersection) ] :不是 一 条 直线 与 一 条 直径 
的 交点 。 

[CC -5 -3 (line Intersection) ] :了 是 一 条 直线 与 一 条 直 名 
的 共 施 直径 的 交点 。 

[CC -5 -4 (line Intersection) ] ; 了 是 一 条 直线 与 双 曲 线 一 
条 渐 近 线 的 交点 。 

[CC -6 -1 (diameter Intersection) ] : X J& — 2& Ep £2 5j — 4& 
渐 近 线 的 交点 〈 0 点 )。 这 是 一 个 平凡 构造 。 

[CC -6 - 2 (diameter Intersection) ] ;是 一 条 直径 与 一 条 
切线 的 交点 。 
[CC -6 -3 (diameter intersection) ] : X fi: — 4& 3t $u HB 
一 条 渐 近 线 的 交点 (0 点 )。 这 是 一 个 平凡 构造 。 
[CC -6 - 4 (diameter intersection) ] : X J& — HH ÉL 45 5j 
一 条 切线 的 交点 。 
[CC -7 -1 (self intersection) ] :了 是 两 条 切线 的 交点 。 

对 应 的 构造 也 可 以 应 用 到 双 曲 线 上 的 共 固 双 曲 线 上 。 下 面 
oy Fee EE (图 3 -1): 


[723][745] o (X) - [23X][45X] a^ (7) 。 相 应 的 点 按 
照 如 下 结构 进行 构造 : 


6: 23 Al ø (hypertangent(1,23,45,1)) 
7:6 0 (10) AO ø (hypertangent(1,23,45,1)) 
0:23 A45 
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3-1 共 思 双 曲线 的 构造 示意 图 


下 面 讨论 二 次 曲线 相关 的 消 元 问题 。 

消 元 规则 1: 自由 点 ”对 于 平面 上 多 于 3 个 的 自由 点 ， 都 
可 以 用 坐标 化 《扩张 ) 的 方法 来 进行 消 元 。 

消 元 规则 2: 半 自 由 点 ”对 于 二 次 曲线 线 上 一 点 了 ， 设 它 满 
Ef. ， 对 于 含有 互 的 任意 括号 [ EFX ] ,仍然 需要 用 坐标 化 的 
方法 : 选取 3 个 自由 点 ， 然 后 对 进行 扩张 ， 结 果 仍 然 记 为 o 
同样 对 [ EFX] HTK, AL 进行 伪 除 。 事 实 上 ， 通 常情 况 
下 ， 不 需要 进行 半 自 由 点 的 消去 ， 需 要 的 是 对 半 自 由 点 进行 变 
换 而 达到 证 明 的 目的 ， 称 为 仿 射 二 次 曲线 变换 。 

消 元 规则 3: 伪 除 消 元 算法 ”本 方法 对 应 于 二 次 曲线 部 分 
的 大 部 分 构造 ， 用 特征 列 方法 消 元 ,虽然 是 完全 的 , 但 是 比较 
复杂 。 本 算法 里 面 ， 维 数 设 为 Aho A 是 了 满足 的 括号 
多 项 式 条 件 。 现 在 要 消去 P 中 的 X ， 吴 给 出 的 算法 如 下 。 

步骤 1: 选取 d 个 自由 点 下,…,V。， 用 此 对 fi,i = 1,…， 
nm， 进行 扩张 操作 (坐标 化 ) ， 然 后 收缩 系数 : 
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[CASAS X]:1 <i xo <i, sd 


BANWARRNGRICAL Ao hs 然后 把 括号 作为 主 变 
量 ， 计 算 特 征 列 如 下 : 


步骤 2: 同样 按照 4, ,… ,4,。， 对 所 有 PP 中 包含 区 的 括号 进 
行 扩张 ， 然 后 收缩 系数 ， 结 果 仍 然 记 为 己 。 

步骤 3: 将 上 述 括号 作为 主 变 元 ， 用 求 得 的 特征 列 cs ,…， 
cs, X] P 进行 伪 除 。 

根据 匡 方法 ， 非 退化 条 件 是 伪 除 初 式 不 为 零 ， 另外 
[VeV] 关 0。 

利用 此 消 元 规则 配合 直线 交点 的 消 元 规则 可 以 涵盖 全 部 的 
构造 ， 但 是 这 个 过 程 是 非常 复杂 的 ， 有 时 候 将 括号 写成 行列 式 
形式 的 多 项 式 可 能 更 好 一 些 。 事 实 上 ， 仔 细 观 察 构造 可 以 发 现 
有 如 下 几 类 。 

一 类 是 直线 〈 一 次 ) 与 二 次 曲线 的 交点 ， 通 常情 况 下 我 
们 用 后 面 说 到 的 仿 射 二 次 曲线 变换 以 及 带 有 约束 的 仿 射 二 次 曲 
线 变 换 来 完成 。 

另 一 类 是 直线 与 直线 的 交点 ， 这 些 直 线 可 能 是 切线 、 直 径 
等 ， 但 是 一 般 情况 都 是 直线 的 线 型 结构 ， 所 以 可 以 用 直线 交点 
的 方法 进行 消 元 。 

还 有 一 类 没有 列 出 构造 的 是 二 次 曲线 与 二 次 曲线 的 交点 ， 
通常 情况 下 ， 都 比较 复杂 ， 需 要 用 上 面 的 伪 除 方法 ， 先 求 出 特 
征 列 然后 再 消 元 。 

在 此 ， 也 可 以 提出 仿 射 二 次 曲线 变换 ; 在 按照 上 述 构造 的 
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二 次 曲线 上 任 取 一 点 ， 将 满足 此 二 次 曲线 的 方程 ， 这 个 方程 一 
般 都 是 单项 式 之 和 等 于 零 的 形式 。 我 们 将 从 一 个 单项 式 到 其 他 
单项 式 的 转化 称 为 仿 射 二 次 曲线 变换 ， 如 果 这 种 变换 可 以 使 多 
项 式 已 降低 项 数 或 者 次 数 。 

例如 : 抛物 线 parabola (123 T) 上 一 点 了 满足: 


[13x ][23T][2XT]a (1) - [137T][23X][1XT]a (2) = 0 


W [13X][23T][2XT]o (1) 到 [137][23X][1XT]o (2) WB 
换 称 为 抛物 线 变换 。 如 果 一 个 点 满足 抛物 线 变换 ， 则 此 点 必然 
在 某 一 条 抛物 线 上 。 

在 书后 5. 5. 4 节 的 双 曲 线 例子 中 ， 最 后 消 元 就 根据 点 在 二 
次 曲线 上 这 个 条 件 ， 也 可 以 将 它 看 做 一 种 仿 射 二 次 曲线 变换 。 
也 可 以 类 比 地 定义 有 理 二 次 曲线 变换 。 


SS 4G 


本 章 对 仿 射 括号 代数 计算 中 一 些 问 题 提 出 了 相应 的 解决 方 
法 ， 提 炼 出 来 一 些 重要 理论 ， 同 时 给 出 了 交换 算法 等 一 系列 仿 
射 括号 代数 的 实用 算法 。 


= 
5 


41 3 


首先 要 比较 一 下 仿 射 括号 代数 运算 与 射影 里 面 括号 代数 运 
A, 一 般 来 说 ， 前 者 要 复杂 一 些 。 这 种 复杂 的 原因 本 质 上 是 因 
为 引入 了 新 的 变换 ， 如 果 从 仿 射 进展 的 模式 ， 将 会 变 得 更 复杂 。 

用 仿 射 括号 代数 进行 仿 射 几何 计算 是 必要 的 ， 原因 有 如 下 
几 个 方面 。 

(1) 仿 射 几何 是 射影 几何 的 特例 。 所 以 很 多 射影 几何 中 成 
立 的 命题 、 定 理 在 仿 射 几何 中 自然 成 立 。 从 理论 上 来 说 ， 在 射 
影 几 何 中 证 明了 某 一 个 命题 也 就 等 于 在 仿 射 几 何 中 证 明了 它 。 
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当然 这 需要 对 每 一 个 命题 都 能 知道 它 是 属于 射影 几何 的 范 睹 还 
是 仿 射 几 何 的 范畴 。 但 是 作为 一 个 完整 的 仿 射 几 何 计算 系统 ， 应 
该 能 够 计算 所 有 的 仿 射 几何 的 例子 ， 包 括 从 射影 几何 来 的 例子 。 
这 就 决定 了 计算 范围 的 扩大 ， 必 须 进 行 仿 射 括号 代数 的 几何 计算 。 

(2) 另外 很 多 仿 射 的 命题 不 能 退回 到 射影 几何 中 ， 而 这 部 
分 命题 常常 是 仿 射 风 何 的 精 苯 部 分 ， 这 时 用 仿 射 括号 就 显得 万 
为 必要 了 。 

那么 具体 到 计算 层面 上 ， 为 什么 仿 射 括号 代数 要 比 括号 代 
AXE? 这 主要 是 因为 以 下 三 个 原因 。 

(1) c-structure 的 引入 是 为 了 保持 计算 的 齐 次 性 。 但 是 一 
个 向 量 (无 穷 远 点 ) 现在 被 转变 成 两 部 分 : 0(12) = o(1)2 - 
o(2)1 ,增加 了 计算 的 复杂 度 。 

(2) 同样 边界 算 子 的 引入 带 来 了 新 的 syzygy 。 对 于 计算 
来 说 ，syzygy 库 的 增加 ， 必 然 增 加 匹配 和 判断 的 困难 。 同 样 对 
括号 多 项 式 的 收缩 也 变 得 困难 ， 因 为 收缩 时 ， 除 了 括号 存在 可 
能 ,边界 量 部 分 也 存在 可 能 。 

(3) 仿 射 几何 中 更 多 、 更 复杂 的 表示 从 第 3 章 就 可 以 看 
出 来 。 在 射影 几何 里 面 二 次 曲线 具有 统一 的 形式 ， 简 单 明 了 。 
但 是 在 仿 射 几何 里 面 ， 却 有 三 种 二 次 曲线 ， 每 一 种 还 有 不 同 的 
表示 ， 有 的 表示 还 相当 复杂 。 

由 于 仿 射 凡 何 的 本 质 ， 这 三 方面 一 般 来 说 不 能 完全 克服 。 
但 在 实际 中 ， 我 们 可 以 有 一 些 好 的 建议 ， 这 些 建议 将 会 大 大 降 
低 上 面 三 种 情况 所 产生 的 困难 。 

我 们 作出 如 下 建议 。 

(1) 仅仅 在 恰当 的 时 候 才 展开 组 合 o 结构 。 这 里 所 说 的 组 


_72 | 念 射 括号 代数 理论 算法 与 应 用 


fto 结构 是 指 有 两 个 向 量 在 o 结构 中 。 在 二 维 仿 射 平面 ， 仅 
有 这 一 种 形式 ， 如 果 是 d 维 仿 射 空间 ， 就 是 指 有 上 个 向 量 在 o 
结构 中 ， 此 时 2 < < d -1 。 因 为 展开 o 结构 中 会 遇 到 项 数 迅 
速 膨胀 的 问题 。 如 果 在 一 些 适当 的 时 机 展开 它 将 会 避免 这 种 情 
况 ， 我 们 将 在 后 面 的 章节 里 讨论 这 类 问题 。 

(2) 充分 利用 “无 穷 远 ”的 概念 。 一 条 直线 上 的 无 穷 远 点 
可 以 表示 为 ao (12) 。 在 仿 射 二 次 曲线 的 表达 中 ， 用 了 或 者 
T, . T, 等 来 表示 。 对 于 所 有 这 些 ， 如 果 再 用 边界 算 子 作用 ， 结 
果 都 将 是 零 。 所 以 在 计算 时 要 充分 考虑 到 这 一 点 。 

(3) 在 实践 中 ， 对 于 一 个 括号 多 项 式 ， 减 少 o 结构 中 的 
向 量 数 ， 会 大 大 简化 计算 。 比 如 对 于 一 个 多 项 式 ， 尽 管 其 各 个 
单项 式 的 o 结构 中 只 含有 3 个 不 同 的 向 量 ， 这 要 比 含有 4 个 或 
者 更 多 个 不 同 的 向 量 容易 计算 和 收缩 。 我 们 提出 的 交换 算法 正 
是 为 了 实现 这 个 目的 。 

下 面 是 计算 中 需要 考虑 的 重要 问题 ， 它 们 的 解决 方法 构成 
了 本 章 的 主要 结构 。 

(1) 在 4.2 35, 我们 试图 经 过 交换 的 步骤 处 理 括 号 和 o 
结构 ， 这 样 使 得 消 元 变 成 一 种 统一 的 形式 。 我 们 称 这 种 算法 为 
交换 算法 。 

(2) 因为 在 处 理 o 结构 时 ,不 容易 控制 项 数 ， 所 以 在 展 
开 时 必须 根据 具体 人 情况 进行 控制 和 处 理 ， 这 部 分 内 容 在 4.3 节 
有 论述 。 

(3) 44 节 提 到 了 算法 实现 过 程 中 的 其 他 一 些 问题 ， 例 如 计 
算 序 、 多 项 式 形式 变化 、 一 些 重要 的 公式 以 及 多 项 式 聚 类 问题 。 

(4) 4.5 节 我 们 给 出 了 相关 算法 的 描述 。 
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按照 我 们 规定 的 序 (参考 4.4 节 )， 在 o 结构 中 的 向 量 
多 ， 整 个 多 项 式 的 序 就 高 。 这 时 我 们 就 要 改变 向 量 所 处 的 位 
置 。 另 外 在 某 些 情况 下 ， 还 需要 把 括号 里 面 的 某 些 向 量 移 到 o 
结构 里 面 。 称 这 种 向 量 位 置 的 变换 为 交换 ， 能 够 实现 此 目的 算 
法 称 为 交换 算法 。 

首先 ， 我们 给 出 交换 规则 ， 在 4.5 节 里 面 我 们 将 给 出 交换 
算法 。 

交换 规则 1 8 DXX FH syzygy 的 法 则 有 : 

[123] o (4) = [234] ø (1) + [124] o (3) - 
[134]o (2) (4. 1) 


交换 规则 2 


[123] o (45) = [145] ø (23) - [245] o (13) + 
[345]o (12) (4.2) 


交换 规则 3 事实 上 ,在 d 维 空间 有 : 
[e 7644] g (aaa) = 
之 (- 1) [ e; a,--a,]o (ejti Caa) (4.3) 


上 述 3 个 公式 把 og 结构 中 的 向 量 移动 到 括号 中 ， 下 面 我 们 
对 二 维 仿 射 平面 的 情形 式 (4.2) 给 出 证 明 。 
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[1231e (45) = [123jc (4) 5- [123jo (5) 4 

= ([234]a (1) - [134] o (2) + [1224] ø (3))5 - 
([235]e (1) - [135]e (2) + [125] e (3))4 

= ([234]5 - [235]4)e (1) - ([134]5 - 
[135]4)e (2) + ([124]5 - [125]4)o (3) 

= ([345]2 - [245]3)o (1) - ([345]1 - 
[145]3)e (2) + ([245]1 - [145]2)e (3) 

= ([345]2o (1) - [345]1 ø (2)) - 
([245]3e@ (1) - [245]1o (3)) + 
([145]3e (2) - [145]20 (3)) 

= [345] o (12) - [245] o (13) + [145] o (23) 


交换 规则 4 ”根据 无 穷 远 的 表示 7 的 特殊 性 质 ， 有 : 
[127] o (3) = [137] ø (2) - [23T] o (1) (4.4) 


下 面 给 出 一 个 实际 的 例子 : 

例 如 图 4-1 所 示 ， 抛物 线 点 1 处 切线 与 点 3 处 切线 交 
于 点 4， 点 2 处 切线 与 点 3 处 切线 交 于 点 5， 点 1 处 切线 和 点 2 
处 切线 交 于 点 6， 点 7 是 过 点 3 的 直径 与 弦 12 的 交点 ， 则 47 
平行 于 62，57 平行 于 61。 

构造 

BÓHE:II,2,3,T, 

4: parabola (123T) 在 1 处 的 切线 与 parabola (1237) 在 
3 处 的 切线 的 交点 。 

5; parabola (123T) 在 2 处 的 切线 与 parabola (123T) 在 
3 处 的 切线 的 交点 。 
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H4-1 交换 算法 例子 的 示意 图 


6: parabola (1237) 在 1 处 的 切线 与 parabola (1237) 在 
3 处 的 切线 的 交点 。 

7: 直线 3 了 与 直线 12 的 交点 。 

结论 : 47//62, 57//61, 

在 消去 7，6，5 三 点 后 ， 得 到 如 下 结果 : 


[13T]?e ? (2) - [127]? o ^(3) + [237]? e? (1) - 
2[13T](23T]1e (1) o (2) 


如 果 用 上 面 总 结 出 来 的 类 余弦 公式 来 收缩 ， 马 上 可 以 收 
缩 到 零 。 但 这 是 我 们 总 结 出 来 的 规则 ， 要 求 库 里 面 含有 对 应 
的 规律 。 而 这 样 的 问题 如 果 能 在 计算 部 分 解决 将 会 大 大 降低 
最 后 匹配 的 困难 。 如 果 没 有 交换 算法 ， 计 算 机 在 计算 规则 部 
分 将 用 grammer 法 则 对 某 个 单项 式 第 一 个 括号 展开 ， 大 致 需 
要 使 用 三 次 这 样 的 计算 规则 才能 达到 我 们 的 目的 。 如 果 我 们 
把 交换 算法 加 入 进来 ， 在 每 一 次 计算 中 ， 程 序 将 判断 是 不 是 
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需要 进行 交换 。 根 据 上 面 的 序 ， 程 序 将 对 [12T]e (3) 进行 作 
用 ,目的 就 是 要 把 oo (3) 全 部 移 到 括号 中 去 ， 此 时 马上 就 可 以 
得 出 结果 零 。 

在 众多 的 计算 例子 中 ， 我 们 发 现 类 似 的 情况 很 多 。 例 如 在 
计算 抛物 线 例子 某 一 步 中 过 到 : 


- [125] [13T]e (6) + (235][16T]o (1) - 
[367][125]o (1) 


如 果 不 进 行 交换 ， 消 元 6 AN, BAR o (6), 
[16 7],[367 ] 三 个 括号 。 但 是 如 果 把 6 移 到 括号 中 ， 我 们 仅 
需要 计算 [ 167] ,[367] 。 类 似 的 例子 很 多 。 当 然 在 某 些 情 况 
下 ， 经 过 交换 多 项 式 项 数 会 增加 ， 但 是 这 根本 不 会 增加 难度 ， 
因为 通常 情况 下 ， 这 种 情况 会 带 来 消去 GCD 或 者 能 够 进行 分 
解 的 好 处 。 

事实 上 ， 进 行 交 换 是 必要 的 ， 原 因 有 如 下 几 个 方面 。 

(1) 它 有 益 于 程序 进行 系统 实现 。 在 引入 交换 算法 之 前 ， 
实现 仿 射 括号 代数 计算 ， 必 须 考虑 消 元 的 点 在 什么 结构 里 面 ， 
不 同 的 结构 需要 用 不 同 的 展开 。 这 两 种 不 同 的 处 理 方式 带 来 了 
计算 方法 上 的 困难 。 我 们 也 不 能 直接 把 括号 代数 一 些 算法 拿 过 来 ， 
但 是 在 引入 交换 算法 后 ， 这 些 都 可 以 统一 为 对 括号 结构 的 消 元 。 

(2) 把 向 量 从 o 结构 移 到 括号 中 ， 因 为 括号 中 还 有 其 他 的 
向 量 ， 这 将 可 能 带 来 更 简化 的 展开 形式 。 

(3) 对 于 任何 多 项 式 ， 如 果 其 o 中 的 向 量 的 种 数 越 少 ， 则 
提取 公 因 子 和 各 单项 相互 合并 抵消 的 可 能 性 就 越 大 。 
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4.3 _ 拓 号 结构 与 0 结构 _ 


在 本 节 中 ,# 操 作 符 表示 一 个 集合 的 元 素 个 数 。 同 时 本 节 中 
的 “最 小 展开 ”， 是 指 具 有 最 低 计 算 序 的 展开 (参考 4.4 35). 

命题 4.3.1 首先 设 1, 2, 3, 4) 是 仿 射 平面 的 任意 4 
点 ， 考 虑 表达 式 [12e (34)], HP = {1,2}, 0 = 13, 
4} ， 上 述 表 达 式 具有 如 下 性 质 . 

(1) (平凡 为 零 ) 如 果 #(P NQ) = 2 ,平凡 为 零 。 在 下 
列 情况 ， 默 认 这 种 情况 不 出 现 。 

(2) 〈 单 项 展开 ) 它 有 单项 展开 当 且 仅 当 # (PO) 21, 
例如 : 


[12 ø (14)] =- [124] o (1) 


(3) (其 他 情况 ) CAER: [120 (34) ] = [124]o (3) - 
[123]o(4) 。 它 的 最 小 展开 为 : [134] o (2) - [234]o(1), 

命题 4.3.2 E 11, 2, 3, 4, 5] 仿 射 平面 的 5 个 点 。 我 
们 考虑 表达 式 [10 (23) o (45) ] 的 展开 情况 , 设 P = {2,3}, 
Q = 14,5] ,上 述 表 达 式 具有 如 下 性 质 : 

(1) CEAAS) 如 果 下 列 一 个 条 件 满 足 ， 则 表达 式 平凡 
HF: DP-0; @2=3; @4 =5。 

在 下 述 情况 ， 我 们 将 不 考虑 这 种 平凡 为 零 的 情况 。 

(2) (HREF) 如 果 # (PY Q) = 1 ， 它 有 单项 展开 。 
例如 : 
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[1 @ (23) e (25)] =- [235] ø (2) (1) 
(3) (两 项 展开 ) 否则 它 有 两 项 展开 。 这 个 通过 下 列 公式 
得 到 : 
[lo (23) o (45)] = e (1) e (23 A 45) 
它 的 最 小 展开 为 
[245] a (3) a (1) - [345] a (2) e (1) 


$52 4.3.3. 设 11, 2, 3, 4, 5, 6} 是 仿 射 平面 的 6 个 
点 。 我 们 考虑 表达 式 1 o (23) A 40 (56) 的 展开 情况 : 

(1) (平凡 为 零 ) 如 果 下 列 的 一 个 条 件 满足 ， 上 述 表 达 式 平 
凡 为 零 : DI =4 并 且 {2, 3} = 14, 5}; Q2-3; ®© =6。 

在 下 列 情况 ， 假 定 表达 式 不 平凡 为 零 。 

(2) (单项 展开 ) 如 果 下 列 情 况 之 一 满足 ， 表 达 式 由 单 向 
展开 : 

情况 A:1=4 并 且 #({2,3} N 15,61) = 1。 例如 为 

leo (23) Alo (26) =- [226] ø (De (2) 1 
情况 B: 1 e 12,3] 3H 4e 15, 61 并 且 1 = 4。 例 如 为 
1 o (13) Alo (16) = - [136] o ^ (1) 1 


情况 C: 1=2, 3=4e |5, 6| MH 1 =3,2=4e {5, 
6}. AMA 


lo (13) A3 o (36) = - [136] a (1) e (3) 3 


情况 D; 4=5,1=6e i2, 3| 或 者 4 =6,1 =5Se i2, 3j o 
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(3) (两 项 展开 ) 如 果 下 列 条 件 之 一 满足 , 表达 具有 两 项 
展开 : 


情况 A:1 = 4。 例 如 : 1 o (23) Alo (56)= -o (1) a 
(23456) 1 。 


它 有 最 小 展开 : 
[356] o (1) æ (2) 1- [256] ø (1) ø (3) 1. 
情况 B:1 =2,4=3 或 者 1 =3,4 = 2。 
情况 C:4 =5,1 =6 或 者 4 = 6,1 = 5。 例 如 为 
1 ø (14) A4c (56) = -o (14 A56) a (1) 4 
它 有 最 小 展开 : 
( [456] e (1) - [156] à (4)) a (1) 4 
情况 D: Le 12,3] = 15, 6} 。 例 如 为 
lo (13) A4 ø (13) =[134] o (1) o (13) 
它 有 最 小 展开 : 
[134] (c^ (1) 3-6 (1) ø (3) 1) 
(4) (三 项 展开 ) 如 果 下 列 条 件 满足 :D1 = (12,31 N 
14, 5}) ;@4 = ( 12, 3} N 14, 51) 。 例 如 : 
lo (13) A4 e (16) =- (134] a (16) 1 
+ [136] c? (1) 4 


(5) (四 项 展开 ) 如 果 下 列 两 组 条 件 之 一 满足 ,表达 式 具 有 
四 项 展开 : 
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情况 A :1 © 12,3} 或 者 4 e 15,6] 

情况 B :1 e {5,6] 或 者 4 e {2,3} 

(6) (五 项 展开 ) 如 果 #(12, 3} N 15, 6) =1 CAR 
项 展开 。 

(7) (其 他 情况 ) 它 最 少 有 5 项 展开 。 

上 述 命题 的 证 明 是 显然 的 。 用 3.1,3. 2,3.3 节 内 容 我 们 可 以 
相应 地 展开 下 述 这 些 情况 


12A3 o. (45) A6o (78) 
1c E z (23) Me (56) Nie (89) (45) 


44  DNESREMAN 
3 _ 其 他 问题 _ € 


4.4.1 规则 形式 与 计算 序 


首先 ,我 们 希望 系统 对 每 一 步 的 计算 结果 都 给 出 一 个 具有 
特定 形式 的 多 项 式 。 这 个 特定 形式 通过 如 下 的 定义 实现 。 

定义 4.4.1 规则 多 项 式 (the polynomial with normal 
form): 在 仿 射 括号 代数 中 , 一 个 多 项 式 被 称 为 是 规则 形式 的 ， 
它 要 满足 如 下 两 个 条 件 。 

(1) 仅仅 包含 括号 结构 、c 结构 、 人 结构 三 种 结构 ， 并 且 
外 积 结构 是 指 能 够 转化 成 括号 的 外 积 结构 。 在 2-D 仿 射 平面 
上 ， 仅 有 一 种 形式 12 A34 A56 。 
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(2) 所 有 项 已 经 按照 定义 4.4.2 的 序 排 好 顺序 。 通 常情 况 
下 ， 有 一 些 例外 可 能 会 超出 以 上 的 多 项 式 范围 ， 例 如 证 明 一 个 
点 等 于 另外 一 个 点 ， 这 时 我 们 考虑 它们 的 系数 。 

定义 4.4.2 我 们 给 出 的 计算 序 的 定义 如 下 : 

(1) 定义 两 个 向 量具 有 VV, <V, WR V, fe V, BRN. 
Ans VV， 和 VV 同时 被 构造 ， 换 句 话 说 ， 它 们 之 间 没 有 依赖 关系 ， 
此 时 比较 它们 的 次 数 ， 次 数 低 的 序 高 。 如 果 仍 然 不 能 区 分 ， 只 
需要 按照 字母 表 排 序 。 

下 面 假 设 已 经 排 好 序 : V < … < Vo 

(2) 括号 里 面向 量 的 序 是 指 括号 里 面 的 向 量 已 经 按照 上 述 
序 排 好 。 下 面 假定 所 有 括号 里 面 的 向 量 都 已 经 排序 好 。 

(3) 两 个 括号 的 序 : 具有 次 数 的 括号 4 比 次 数 为 了 的 括 
SBRREA<B, MRi<j, WMR i=j, LRBKREM 
在 上 述 序 诱导 下 来 的 字典 序 。 

(4) RF o 结构 的 序 定义 类 似 ， 同 类 结构 序 的 定义 类 似 。 

(5) 不 同 结构 的 序 : 括号 结构 < o 结构 < 外 积 结构 。 

(6) 单项 式 序 的 定义 为 在 上 述 序 诱导 下 的 字典 序 。 

定义 4.4.3 一 个 括号 多 项 式 被 称 为 是 完全 展开 的 (the 
polynomial with complete expansion) 是 指 它 满足 如 下 两 个 条 件 : 

(1) 它 仅仅 包括 括号 和 o 结构 并 且 后 者 结构 里 只 含有 一 个 
向 量 ， 例 如 , [123]e (4) , [12]o(3)e (4) 。 

(2) 在 上 述 序 下 已 经 排 好 序 。 

因为 syzygy 的 存在 ， 多 项 式 形 式 有 很 多 种 可 能 。 有 虽然 它 
们 是 相等 的 ， 但 是 不 同 的 形式 增加 了 处 理 的 难度 。 一 种 形式 在 
一 个 序 下 好 ， 并 不 代表 在 所 有 序 下 都 好 。 
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定义 4.4.4 order-list: 对 于 一 个 多 项 式 ， 定 义 它 的 order- 
list 为 如 下 形式 : 


[ numa( P ) ,1/numg( P ) ,mms( P ) ,numi( P )] 


这 里 numa( P ) 表示 它 含 有 构造 的 向 量 的 个 数 。 重 复 的 不 
计 人 。 如 果 所 有 的 向 量 都 是 自由 的 ， 那 么 numa( P ) =0。 

numg( P ) 表示 P 的 ged 的 括号 次 数 。 一 个 括号 就 记 为 1， 
—^ ec 结构 也 记 为 1。 例 如, P 具有 ged: =4 [12] 
[123] #(2) e (3) ， 则 有 numg( P) =4。 

nums( P ) 表示 在 o 结构 中 向 量 的 个 数 ， 重 复 的 不 计 人 。 

numi( P ) 表示 P 中 单项 式 的 数目 。 

这 样 可 以 按照 上 面 的 order-list 给 出 多 项 式 的 序 。 我 们 希望 
在 计算 时 给 出 order-list 最 低 的 多 项 式 (the polynomial with low- 
est order) 。 图 4 -2 给 出 了 它们 之 间 的 相互 关系 。 


Many expansion mode 


The polynomial 
with complete 
expansion 
Lower order NE 
~ The polynomial 


M4-2 不 同 多 项 式 之 间 的 转换 


为 了 降低 mumi( P ) ,我 们 将 用 后 面 的 收缩 算法 ,但 是 收 
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缩 可 能 会 增加 nums( P ); 为 了 降低 nums( P), ， 我 们 使 用 交 
换算 法 ， 但 是 交换 可 能 会 增加 numi( P )。 在 推理 过 程 中 ， 我 
们 可 能 需要 因 式 分 解 更 优先 ， 以 便 获 得 最 终 的 推理 结果 ， 这 时 
我 们 只 需要 简单 地 调整 order-list 就 可 以 了 。 

一 个 括号 多 项 式 的 最 小 展开 ， 是 指 在 上 述 序 下 此 多 项 式 序 
最 低 的 展开 。 


4.4.2 一 些 常 用 的 公式 及 其 扩展 


仿 射 括号 代数 的 计算 离 不 开 有 效 的 公式 。 一 般 从 仿 射 括 号 
代数 的 syzygy 中 ， 可 以 得 出 很 多 公式 。 

但 是 它们 中 的 一 些 可 能 很 少 用 到 。 这 里 我 们 仅 给 出 一 些 常 
用 的 重要 公式 。 通 过 使 用 这 些 公式 ， 将 会 大 大 简化 仿 射 括号 代 
数 的 计算 。 

(1) 在 二 维 仿 射 平面 : 


[120 (34)] = ø (12 A 34) (4. 6) 
在 d 维 仿 射 空间 中 ,如果 +j =d+1， 我 们 就 有 
[aa o (BB)] = e (aya, A bb) (4.7) 
(2) 在 二 维 仿 射 平面 上 : 
[1 ø (23) e (45)] = e (1) e (23 A 45) (4.8) 
在 三 维 空间 中 : 


[12 e (34) o (56)] = -ø (1) ø (234 A 56) + 
a (2) o (134 A 56) (4.9) 
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fr d 维 空间 中 ， RNA: 
[ol…asia(12)w(34)] = 
( - 1)*!o(a,--à,-a,, 12 A 34) (4. 10) 
UE RB: 
这 些 公式 的 证 明 类 似 ， 我 们 给 出 其 中 式 (4.9) WEH: 


[12 (e (3) 4 - e (4) 3)( o(5) 6 - à(6)5)] 

= [1246] o(3) o (5) - [1236] e (4) a (5) - 
[1245] a (3) e (6) + [1235] o (4) æ (6) 

= ([1246] o (3) - [1236] ø (4)) æ (5) - 
([1245]e (3) - [1235] o (4)) æ (6) 

= ([2345] ø (1) e (6) - [2346] o (1) o(5) + 
[1346] æ (2) o (5) - [1345] æ (2) a (6) 

-- c (1) ø (234 A 56) +ø (2) a(134 A 56) 


(3) 在 三 维 空间 中 : 
[1 ø (23) ø (456)] = a (1) o (23 ^ 456) (4.11) 


这 些 等 式 可 以 被 扩展 到 更 高 维 空间 。 在 4 维 空间 中 我 们 有 
如 下 的 公式 : 


[aana (5,b,) o (cies,)] 
ki 


= X (- 1)'"g (a) 
olaaa b BLA cC) (4.12) 


RE, k <d,k, Sd, k «d, WRK, +k, +k, = d+3 


第 4 章 算法 理论 | 85 


(4) 类 余弦 收缩 公式 : 在 二 维 仿 射 平面 中 ，7 作为 无 穷 远 
点 引入 ， 具 有 性 质 e(T) =0， 有 如 下 漂亮 形式 的 收缩 公式 ， 
它 将 三 项 收缩 为 一 项 : 

[127]? a? (3) + [13T] e? (2) - [237] e ^ (1) 

= 2[127][137]e (2) ø (3) (4. 13) 

[12T]? æ ° (3) + [227] e ? (1) - [137]? o ? (2) 

= - 2[127] [23T]oe (1) æ (3) (4. 14) 
[137]?e ° (2) + [BT] e? (1) - [3227]? e ° (3) 
= 2[137][23T]o (1) o (2) (4.15) 


证 明 : 三 个 公式 的 证 明 类 似 ， 是 很 容易 证 明 的 。 
[127]?e?(3) + [137] e ° (2) - [12T][13T]o (2) ø (3) 
= ((127]e (3) - [13T] e (2))’ 
= [23T] o? (1) 


4.44.3 多 项 式 聚 类 


在 计算 过 程 中 ,很 多 时 候 需 要 的 并 不 是 同时 对 P 的 所 有 
单项 式 进行 操作 ， 而 是 对 一 部 分 单项 式 进 行 操作 。 换 句 话 说 ， 
我 们 希望 对 括号 多 项 式 的 所 有 单项 式 进行 分 类 ， 相 似 性 高 的 放 
在 一 起 ， 便 于 进行 分 解 和 操作 ， 我 们 称 此 为 单项 式 聚 类 。 

单项 式 聚 类 通过 寻找 各 个 单项 式 之 间 的 相似 性 来 实现 。 这 
需要 定义 不 同 的 单项 式 之 间 的 相似 性 。 在 数据 挖掘 的 聚 类 算法 
中 ， 大 致 有 惠 离 方法 、 划 分 方法 、 层 次 方法 、 基 于 密度 方法 、 
基于 网 格 方法 和 基于 模型 方法 这 6 种 常用 的 方法 5 ， 当 然 可 以 


_86 | 仿 射 括号 代数 理论 算法 与 应 用 


把 这 些 方法 都 用 在 单项 式 聚 类 上 。 

我 们 使 用 的 是 距离 方法 。 首 先 假定 所 有 的 单项 式 中 的 括号 
以 及 括号 中 的 向 量 已 经 排 好 序 。 

定义 一 个 单项 式 的 指标 分 解 是 指 对 于 单项 式 M 中 存在 重 
复 的 向 量 Y， 如 果 出 现 丰 次 ， 则 将 各 个 括号 中 的 Y， 按 顺序 分 
RAV, Vl ,Vi 代替 ,这 称 为 单项 式 的 指标 分 解 ， 我 们 记分 
解 后 的 单项 式 为 M”。 这 样 通过 指标 分 解 ， 我 们 仅 需 考虑 多 重 
线性 的 单项 式 即 可 。 以 下 都 是 针对 多 重 线性 的 单项 式 。 

首先 定义 向 量 了 在 单项 式 M = 8,…B, PBR, HB, = 
[Xat Xal] & in, 对 MM 写成 矩阵 形式 如 下 ; 


X, c X, 
X. M ‘| 

我 们 把 向 量 V 在 此 矩阵 中 的 行列 坐标 称 为 V 在 单项 式 M 
中 的 坐标 ， 记 为 cor( V,M )。 例 如 对 于 上 述 的 表示 方法 
cor (X,,M) = (i,j) © 

NrABV, & cor(V,M,) = (%1,71) ,cor(V,M,) = 


(23:72) ， 则 在 两 个 单项 式 中 的 距离 为 


dis(V,M,,M,) =i x, -xl +l y, - y,l 


REE C Bd T ERES EN 2 


distance(M,,M,) = Dis( V,M,,M,) 
1 2 


Ve elements( Mj) 


通过 此 ， 我们 就 可 以 通过 计算 单项 式 之 间 的 距离 进行 聚 
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类 ， 然 后 针对 同一 类 的 单项 式 进行 CCD 的 提取 和 分 解 。 对 于 
仿 射 括号 代数 的 计算 ， 我 们 把 o 结构 看 做 括号 ， 用 上 面 的 方 
法 进行 聚 类 。 


4.5.1 算法 1: 交换 算法 


WA: 括号 多 项 式 P 

输出 : 交换 后 的 多 项 式 

对 于 P 中 的 每 一 个 单项 式 ， 存 在 下 面 所 列举 的 可 能 。 在 每 
一 个 单项 式 被 处 理 后 ， 我 们 将 计算 并 输出 结果 。 下 列 序 是 按照 
消 元 (或 者 说 构造 ) 序 排列 的 , 并 且 假 定 所 有 相关 的 已 经 排 
好 序 。 

situation A; 如 果 单 项 式 具有 形式 : [V,V,V,] o(V,). MM 
果 V, KFH V, V, V 中 的 向 量 的 序 高 ， 我 们 用 交换 规则 
把 V, 移 到 括号 内 部 。 

situation B; 如 果 单 项 式 具 有 形式 [VVV] e(V,)-- 
c(V,) ,首先 我 们 移动 具有 更 高 序 的 向 量 ,， 然后 按 顺 序 
循环 。 

situation C: 如 果 单 项 式 具 有 形式 [ V,V,V,1[€,C,C,] 
o (V) ， 我 们 比较 字典 序 [V,V,V, T8 [CCC], RAAH 
具有 低 序 的 括号 与 边界 算 子 组 合 ， 例 如 [V VV. NH situ- 
ation A F [V,V,V,] o(V) 。 如 果 有 多 个 括号 ， 我 们 选择 序 最 
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低 的 。 
situation D; 如 果 单 项 式 具 有 多 个 括号 和 多 个 o HH, Il 
可 以 分 解 为 situation B 和 situation C 来 处 理 。 


4.5.2 算法 2: 收缩 算法 


这 里 我 们 首先 建立 一 个 序 ， 在 这 个 序 下 相 邻 的 两 个 单项 式 
最 有 可 能 收缩 ， 然 后 我 们 再 用 组 合 的 办 法 处 理 。 设 num(V ， 
P) 用 来 表示 P 中 V 的 个 数 , num(o ,P) 用 来 表示 P 中 og 的 个 
数 , nm(B,P) 用 来 表示 PP 中 括号 B 的 个 数 , num(o(V),P) 
用 来 表示 o (V) EP 中 的 个 数 。 

定义 收缩 用 的 序 如 下 : 

(1) WFERP PH V,,V, ， 如 果 num(V,,P) < 
num(V,,P) , ÆX V, < V, 。 下 面 假定 己 中 所 有 的 向 量 已 经 
排 好 序 并 且 记 录 为 : Vi < < Vro 

(2) 对 于 两 个 括号 B, = [V V], B = LV,:-V,) , im 
JR B, < B, 是 指 它们 满足 如 下 条 件 之 一 : 

situation A; num (B,,P) < num(B,,P) 。 

situation B; 如 果 num(B,,P) = num(B,,P) ， 

定义 [à sul <ul Jel o 

(3) 对 于 两 个 o(V),o(V,) , EX a(V,) < ol(V,)， 
如 果 : 

situation A: num(g(V,) ,P) < num(a(V,),P) à 

situation B: 如 果 num(c(Y),P) = num(o(V,),P), 定 
XV, < V,。 

(4) WHS B=[V,--V,] 和 o(V) ,XEX B«o(V), 
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如 果 : 

situation A: num(B,P) < num(o(¥),P) 

situation B: max(num(V,,P),---,num(V,,P)) < max 
(num(B,P),num(o,P)). 

(5) 这 样 在 上 述 基 础 序 的 定义 下 我 们 可 以 定义 了 的 所 有 
单项 式 序 , 它 就 是 上 述 序 诱导 下 的 字典 序 。 

收缩 算法 : 

输入 : 待 收缩 的 多 项 式 P ， 它 含有 个 单项 式 。 

输出 : 收缩 后 的 多 项 式 P ， 它 含有 少 于 或 者 等 于 个 多 项 
式 。 

begin: temp: = p, tempnew: = po 

BR 1: 利用 上 述 序 的 定义 ,对 P 进行 排序 ; 

步骤 2: 执行 收缩 算法 在 相 邻 的 两 个 单项 式 ， 并 且 记 录 最 
后 的 结果 为 tempnew。 

步骤 3: 如 果 tempnew = temp HAR 4; 否则 temp: = 
tempnew, $4253 1。 

IER 4: 执行 整个 多 项 式 中 任意 两 项 间 的 收缩 。 结 果 仍 然 
记 为 tempnew, 

步骤 5. 如 果 tempnew = temp $£7b JE 6; 否则 temp: = 
tempnew 转 步 豫 1; 

步骤 6: 输出 tempnew。 

在 一 些 情 况 下 ， 收 缩 通常 需要 先 将 一 项 展开 成 更 多 的 项 ， 
然后 才能 进行 有 效 的 收缩 ， 这 个 过 程 并 不 好 控制 。 通 常 对 于 那 
些 正常 算法 不 能 收缩 的 情况 ,采取 对 其 中 茶 一 项 进行 展开 
(这 个 过 程 称 为 爆炸 ) ， 然 后 对 新 的 多 项 式 进 行 收缩 的 方法 来 
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处 理 。 同 时 对 多 项 爆炸 然后 收缩 的 情况 也 是 存在 的 ， 但 是 很 难 
处 理 。 


4.5.3 算法 3: GCD 提取 算法 


实现 最 简单 的 GCD 提取 算法 ， 我们 可 以 借助 于 多 项 式 的 
成 熟 方法 ， 通 过 对 括号 多 项 式 的 多 项 式 化 ， 就 可 以 利用 多 项 式 
的 GCD 提取 算法 。 这 种 变换 不 需要 坐标 化 。 这 里 说 的 GCD 当 
然 是 对 括号 多 项 式 的 各 个 单项 说 的 ， 也 就 是 说 GCD 最 多 是 个 
单项 式 。 

当然 如 果 这 样 做 并 不 是 完全 的 ， 因 为 虽然 表面 上 可 能 没有 
GCD, 但 是 因为 syzygies 的 存在 ， 经 过 变换 可 能 就 有 了 。 

利用 第 2 章 的 整除 性 理论 ， 我们 可 以 很 好 地 解决 这 个 
问题 。 

但 关键 问题 是 ， 我 们 需要 找到 那个 试探 用 的 单项 式 。 我 们 
通过 查找 一 个 一 个 的 括号 来 进行 此 过 程 。 

判断 什么 样 的 括号 能 整除 一 个 多 项 式 ， 我 们 可 以 从 三 个 方 
面 考虑 这 种 可 能 性 。 

(1) 一 个 是 此 括号 在 书 中 出 现 的 次 数 ， 一 般 情 况 出 现 的 
次 数 越 多 ， 可 能 性 越 大 。 

(2) 与 此 括号 相 联 系 的 syzygy 的 其 他 括号 在 多 项 式 中 出 
现 的 次 数 ， 一 般 也 是 出 现 次 数 越 多 ， 可 能 性 也 就 越 大 。 

(3) 一 个 括号 完全 没有 出 现 ， 这 种 可 能 性 或 者 极 大 或 者 
极 小 。 

WA: 包括 mn 项 的 括号 多 项 式 已 ,syzygies ÆT, 

输出 : P 的 GCD。 
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begin temp: = P,k =1, gedp: =1 

步骤 1: 对 可 能 的 括号 按照 可 能 性 排序 ,; = 1. 

步 又 2: 用 整除 性 判定 算法 ， 判 定 第 ;个 括号 B, 是 否 能 整 
除 P ， 如 果 i 达到 最 大 值 ， 转 步 又 5。 

步骤 3: 如 果 能 ， 转 步骤 4， 否 则 i: = i + 1， 转 步 又 2。 

步骤 4: P 去 除 一 括号 B,, RICA P, ecdp: =gedp* B,- 
如 果 己 为 常数 转 步 骤 5， 否 则 转 步 又 1。 

步骤 5: 输出 gedp， 程 序 终止 。 


4.5.4 算法 4: 因 式 分 解 


多 项 式 的 因 式 分 解 要 比 提 取 GCD 更 复杂 ， 因 为 可 能 性 也 
ES, 通常 我 们 给 出 的 算法 如 下 : 

输入 : 括号 多 项 式 P,syzygy 库 丁 。 

输出 : P 的 分 解 结 果 。 

步骤 1: 对 己基 于 括号 进行 多 项 式 化 ， 并 利用 多 项 式 分 解 
算法 进行 分 解 。 

步骤 2: 对 P 的 各 项 进行 组 合 ， 然 后 利用 GCD 提取 方法 ， 
进行 部 分 GCD 的 提取 。 

步骤 3: 对 每 个 组 合 部 分 的 商 进 行 收缩 ， 并 全 部 按照 特定 
序 展开 ,看 是 否 相 等 。 

步骤 4: 如 果 相 等 ， 则 进行 分 解 ， 否 则 继续 进行 试探 。 


4.5.5 主 算法 1: 自动 证 明 
输入 : 多 项 式 P ， 构 造 的 点 [VF ,…,Y,.] ， 点 的 构造 表达 
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[exp(V,),---,exp(V,)] o 

输出 : 消去 点 后 的 表达 式 ， 如 果 为 零 则 命题 得 证 ， 同 时 产 
生 证 明 过 程 的 GCD。 

开始 : temp: = p,i =1, gcdp: =1, 

步骤 1: 重新 判定 消 元 顺序 ， 如 果 羯 定 结果 与 输入 的 顺序 
不 同 ， 给 出 提示 ， 等 待 操作 (可 以 跳 过 )。 

步骤 2 : temp; = eliminate (i，temp)， 如 果 temp - 0 转 
步骤 6， 否则 转 步骤 3。 

步骤 3: 进行 交换 算法 ， 则 temp: =exchange (temp), im 
H temp =0 转 ART, 否则 进行 步骤 4。 

步骤 4: 进行 CCD RR ARBRE, temp: = removegcd 
(temp), gedp: =gcdp xgetgcd (temp)， 然 后 进行 步骤 5。 

步骤 5; 进行 收缩 算法 ，temp: = contract (temp), JU 
temp =0 转 步 又 7， 否 则 转 步 又 6。 

步骤 6: 类 似 于 步骤 4， 再 次 进行 GCD SEXUS EIER SEE, 
置 temp; = eliminategcd (temp) 以 及 gcdp: = gedp x getgcd 
(temp), i = i +1, SEE, 

步骤 7: 程序 终止 并 输出 result 和 gcdp。 


4.5.6 主 算法 2: 带 有 目的 性 的 自动 推理 


输入 : SMAP, 日 标 多 项 式 描述 Q， 构造 的 点 [VV ,…， 
V.] 以 及 点 的 构造 表达 [exp(V,),---,exp(V,)] o 

输出 :P 的 带 有 0Q 的 分 解 形式 。 

开始 : temp: =p,i=1。 

PR. 与 Q 比较 , 确定 消去 点 的 集合 。 
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步骤 2: 重新 判定 消 元 顺序 ， 如 果 判 定 结果 与 输入 的 顺序 
不 同 ， 给 出 提示 ， 等 待 操作 (可 以 跳 过 ) 。 

2p 3E 3: 类 似 myprover 的 消 元 过 程 An ARCU RIDE 
7， 否 则 继续 。 

步骤 4 : 关于 0 对 P 进行 多 项 式 整除 性 判定 。 如 果 能 整除 
转 下 一 步 ， 否 则 转 步骤 7。 

PRS: 设 分 解 后 的 商 为 S$， 对 5 进行 收缩 和 CCD 处 理 ， 
结果 仍然 记 为 5。 

步骤 6: 输出 S 和 0@。 

PR]: 输出 结果 为 零 ， 或 者 不 能 分 解 。 


4.5.7 主 算法 3: 自动 推理 


输入 : SMAP, HERA [Vi,…,V,] ， 点 的 构造 表达 
[exp(V,),---,exp(V,)] o 

输出 : 已 的 分 解 形式 。 

开始 : temp: = p,i = 1, 

步骤 1. 重新 判定 消 元 顺序 ， 如 果 判 定 结果 与 输入 的 顺序 
不 同 ， 给 出 提示 ， 等 待 操作 (可 以 跳 过 )。 

步骤 2 : 进行 类 似 于 myprover 的 点 的 消除 ， 记 消去 点 的 结 
果 为 ttmp， 如 果 点 都 消去 结束 ， 转 步骤 6。 

2298 3: 对 temp 进行 分 解 ， 分 解 结果 的 项 记 和 人 到 数组 re- 
sut 中 ， 转 步骤 4， 否则 转 步 又 2。 

ERA: 对 result 数组 的 每 个 元 素 进 行 步骤 5。 

BRS: 对 应 result 数组 的 每 一 项 进行 尝试 收缩 和 GCD 
提取 。 
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步骤 6: MR result 中 只 有 一 项 (没有 分 解 成 功 ) SHR 
有 成 功 的 提示 ， 否 则 给 出 分 解 结果 。 

当然 具体 实现 时 ，3 个 主 算法 用 一 个 函数 就 可 以 了 ， 执 行 
哪 一 个 算法 过 程 可 以 通过 输入 参数 的 不 同形 式 来 控制 ， 同 时 主 
程序 的 输出 信息 应 该 是 可 以 调整 的 ， 根 据 不 同 的 需要 调整 为 不 
同 的 输出 。 


第 5 i 
自动 证 明 应 用 与 实现 


本 章 介绍 了 仿 射 括号 代数 计算 在 自动 证 明 中 的 应 用 ， 并 对 
系统 进行 了 介绍 和 讨论 ， 搞 录 了 16 个 典型 例子 ,同时 还 给 出 
一 些 关键 性 的 代码 。 


一 般 来 说 ， 应 用 仿 射 括号 代数 进行 几何 计算 或 者 几何 定理 
机 器 证 明 都 要 经 过 如 下 几 个 机 械 化 的 步骤。 

(1) RR: 表示 就 是 将 几何 代数 化 ， 这 是 整个 计算 系统 
的 入 口 。 对 于 一 个 现实 的 系统 来 说 ， 直 接 从 几何 描述 或 者 示意 
图 来 进行 计算 是 非常 不 现实 的 。 几 何 代数 化 的 过 程 就 是 把 各 种 
几何 构造 转化 为 代数 表示 ， 这 里 面 就 有 一 个 表示 的 多 样 性 
问题 。 
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(2) 消 元 : 消 元 就 是 把 构造 的 点 逐步 消去 。 在 完成 了 上 
述 表 示 之 后 ,其 实 就 是 把 一 个 表达 式 里 面 的 点 用 另外 一 个 表达 
式 代替 。 但 是 往往 用 来 代替 的 表达 式 具 有 不 同 的 形式 ， 这 时 选 
择 的 标准 通常 是 使 代 换 后 的 表达 式 简单 ， 比 如 有 公 因 子 、 项 数 
较 少 等 。 

(3) 展开 : 将 几何 信息 转化 为 代数 表示 ,通常 都 是 用 
Grassmann-Cayley 代数 。 众 多 Grassmann-Cayley 代数 表示 到 括 
号 代数 还 要 经 过 展开 的 步骤 ， 从 前 面 第 2 章 的 介绍 可 以 知道 ， 
通常 展开 都 不 是 唯一 的 。 这 个 过 程 一 般 伴 随 在 消 元 过 程 中 ， 并 
对 定理 证 明 、 几 何 计算 的 难 易 产生 很 大 影响 。 

(4) 化 简 : 一 般 仿 射 括号 代数 中 的 化 简 也 包括 收缩 (con- 
traction) 、 合 并 (conbination) 、 分 解 (factorization) 。 收 缩 是 
指 尽 量 减 少 括号 多 项 式 的 项 数 ; 合并 是 上 述 展开 的 逆 ; 分 解 是 
指 模 去 仿 射 括号 代数 不 变量 环 的 syzygy 理想 ， 也 就 是 用 syzygy 
进行 化 简 。 

根据 以 前 的 章节 ， 我 们 可 以 在 程序 里 面 实现 这 些 过 程 ， 同 
时 我 们 的 程序 还 进行 一 项 系统 的 判定 任务 ， 那 就 是 消 元 顺序 的 
重新 排列 。 从 理论 上 说 ， 不 同 的 消 元 顺序 其 结果 应 该 都 是 一 样 
的 ， 但 是 对 于 程序 执行 的 效率 是 大 大 不 同 的 ， 中 间 展 开 的 项 数 
也 是 变化 很 大 。 程 序 按照 输入 的 构造 顺序 进行 消 元 (EE) 
并 不 一 定 是 最 有 利 的 。 

我 们 把 构造 一 个 点 所 需要 的 其 他 的 点 ， 称 为 此 点 的 构造 基 
集合 ， 用 记号 C(A) = |B,,--,B,,] 表示 A 的 构造 基于 
B,, =, B, 

我 们 把 构造 顺序 分 成 以 下 三 类 。 
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第 一 类 是 堆砌 式 。 堆 砌 式 的 构造 方式 是 所 有 的 构造 点 都 是 
由 固定 的 一 些 自由 点 和 半 自 由 点 构造 的 。 

第 二 类 是 连锁 式 。 连 锁 式 的 构造 方式 是 后 面 的 构造 点 利用 
自由 点 、 半 自由 点 还 有 前 面 的 构造 点 一 起 通过 几何 结构 而 构 
造 的 。 

第 三 类 是 上 述 两 者 的 混合 。 某 些 构 造 点 是 基于 堆砌 式 ， 其 
他 一 些 构造 点 是 基于 连锁 式 。 

一 般 来 说 ， 一 个 具体 命题 的 构造 方式 都 可 以 用 一 个 图 来 表 
示 ， 我 们 称 为 构造 图 。 图 5 -1 给 出 了 例 5.6 的 构造 图 。 

通常 构造 图 很 杂乱 ， 用 在 程序 中 也 不 现实 。 在 实际 中 我 们 
可 以 用 其 他 方法 来 代替 。 下 面 给 出 了 使 用 List 的 方式 来 表示 第 
5.5 节 例 5.7 的 构造 图 ， 我 们 实现 的 程序 就 是 用 这 种 方法 : 


[1,2,3,4] — | 自由 点 | 
[[1,2,4],[51] — [ 半 自 由 点 
[[1,3,4],[6]] 一 一 | 半 自 由 点 | 
[[1,3,4,61],71 一 > [构造 点 | 
[[2,3,5,6],8] — | 构造 点 | 
[[1,2,4,5],9] — [构造 点 | 

[7,8,9] 一 一 | 结论 | 

我 们 首先 看 一 下 连锁 式 的 构造 顺序 ， 这 种 构造 顺序 一 般 


来 说 是 没有 必要 调整 的 ， 因 为 通过 构造 关系 基本 上 已 经 给 定 
了 一 个 固定 的 序 ， 只 有 在 此 序 下 消 元 才能 保证 结果 的 完全 
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性 。 但 是 也 有 一 类 情况 ， 那 就 是 对 于 某 些 构造 点 ， 它 们 有 共 
同 的 构造 基 集 合 。 这 时 我 们 将 用 后 面 提 到 的 方法 进行 调整 。 

对 于 堆 砚 式 的 构造 方法 ， 一 般 来 说 按照 构造 点 、 半 自由 
点 、 自 由 点 的 大 框架 顺序 进行 消 元 都 没有 问题 ,但 是 不 同 的 顺 
序 会 导致 不 同 的 复杂 程度 。 


2 


图 5 -1 例 5.6 的 构造 图 


对 于 第 三 类 ， 一 般 通过 先 消去 连锁 方式 生成 的 构造 点 ， 然 
后 再 消去 基于 自由 点 或 半 自 由 点 构造 的 构造 点 ， 最 后 是 半 自 
由 点 。 

具体 来 说 ， 对 于 堆砌 式 的 构造 方法 ， 通 过 如 下 的 方式 来 确 
定 消 元 顺序 。 对 于 两 个 构造 点 V 和 V, 

G) MRCV,) € C(V,) , 则 VV, 在 VV 之 前 消去 。 

(2) WR C(V,) = C(V,) ， 如 果 V,, V, 中 某 一 个 只 分 
布 在 一 个 结构 (这 里 的 结构 是 指 括号 结构 或 者 o 结构 ) ， 则 此 
向 量 后 消去 。 
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(3) SURV, 和 所 对 应 的 C(V1),C(V,) 的 点 多 
少 ， 点 多 的 先 消去 ， 这 是 为 了 使 展开 时 项 数 最 少 。 

(4) 否则 比较 V, AV, 的 次 数 ， 次 数 低 的 先 消 ， 并 且 注 
意 在 消 元 时 尽量 先进 行 交换 ， 达 到 统一 结构 ， 然 后 再 消去 。 

对 于 半 自 由 点 的 消去 ， 应 该 是 高 次 约束 的 后 消 ， 低 次 约束 
的 先 消去 。 

最 后 我 们 还 要 根据 结论 的 表述 ， 进 一 步 讨 论 消 元 的 顺序 
问题 。 

结论 的 表述 有 两 种 可 能 ， 一 种 是 完全 由 连锁 式 构 造 的 点 构 
成 ， 另 外 一 种 就 是 由 自由 点 、 半 自由 点 加 上 构造 的 点 组 成 ， 显 
然 肯 定 含有 最 后 构造 的 点 。 

对 于 第 二 种 ， 通 常 按照 我 们 构造 顺序 加 上 上 面 考 虑 的 顺序 
进行 消 元 ， 都 可 以 满足 需要 。 在 进行 消 元 计算 时 ,展开 过 程 中 
要 充分 利用 每 一 步 的 自由 点 、 半 自由 点 ， 使 得 展开 形式 简单 。 

对 于 第 一 种 ， 也 完全 可 以 按照 上 述 方 法 进行 消 元 ， 只 是 通 
常情 况 下 ， 很 难 利用 自由 点 、 半 自由 点 , 但 可 以 利用 前 面 构造 
点 来 使 展开 简化 。 

对 于 结论 中 还 有 一 类 ， 就 是 里 面 构造 大 多 数 都 是 堆砌 式 
的 ， 但 是 结论 表述 都 是 或 者 大 多 数 是 关于 构造 点 的 ， 这 种 结论 
的 计算 ， 因 为 结论 中 相互 点 之 间 没 有 明确 的 关系 ， 没 有 办 法 利 
用 来 简化 展开 。 但 是 可 以 使 用 这 样 的 方法 : 选取 构造 基 集 合 
中 点 的 数目 最 少 的 点 ， 然 后 先 对 其 进行 消去 ， 消 去 后 的 结论 
将 包含 部 分 自由 点 、 半 自由 点 ， 然 后 再 进行 正常 的 消 元 
算法 。 


_100| 仿 射 括号 代数 理论 算法 与 应 用 


我 们 实现 系统 的 环境 是 Maple 10 ， 虽 然 本 质 上 在 任何 环境 
中 实现 都 不 是 困难 的 。 事 实 上 在 Maple 10 环境 中 ， 因 为 括号 
代数 本 质 上 与 其 他 计算 不 同 ， 我 们 几乎 没有 利用 任何 Maple 本 
身 的 函数 以 及 计算 优势 ， 从 底层 建立 了 整个 仿 射 括号 代数 的 计 
算 系 统 。 

我 们 在 程序 中 实现 了 所 有 的 函数 和 相关 算法 。 另 外 需要 说 
明 的 是 : 虽然 整个 系统 是 为 了 进行 二 维 仿 射 括号 代数 计算 ,但 
是 从 一 开始 我 们 就 考虑 了 它 的 扩展 性 ， 在 建立 数据 结构 中 ， 我 
们 给 出 了 维 数 的 控制 部 分 ， 它 默认 的 是 二 维 ， 但 是 我 们 可 以 通 
过 调整 维 数 ， 使 之 等 于 三 维 或 者 更 高 维 ， 同 时 只 需要 改动 很 少 
的 部 分 就 可 以 使 整个 系统 扩展 到 高 维 。 

图 5 -2 所 示 是 整个 系统 的 架构 图 ， 其 中 最 高 层 由 三 部 分 
AR: 第 一 部 分 是 输入 、 输 出 部 分 ; 这 部 分 用 来 保证 输入 、 输 
出 以 及 手写 方式 的 一 致 性 。 所 有 的 输入 都 与 我 们 通常 手写 或 者 
可 读 的 相同 。 输 出 也 一 样 。 换 句 话 说 ， 我 们 甚至 可 以 直接 用 我 
们 通常 文献 或 者 手写 的 方式 输入 ， 程 序 计 算 的 结果 完全 可 读 。 
第 二 部 分 是 核心 计算 部 分 ， 用 它 来 实现 我 们 所 说 的 计算 、 证 
明 、 推 理 。 第 三 部 分 是 一 个 桥梁 ， 它 进行 从 括号 代数 到 坐标 系 
统 的 转化 。 这 个 转化 有 两 种 方式 ， 可 以 以 括号 方式 进行 ， 日 除 
syzygy 的 影响 ， 但 是 因为 包括 了 括号 计算 的 部 分 ， 我 们 不 予 考 
虑 ， 我 们 考虑 的 是 到 坐标 多 项 式 的 转化 。 从 理论 上 讲 ， 这 个 桥 
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梁 应 该 是 完善 的 ， 就 是 既 可 以 从 括号 代数 、 仿 射 括号 代数 到 坐 
标 多 项 式 的 转化 ， 也 可 以 进行 送 过 程 的 转化 。 但 是 事实 上 首 过 
程 非常 困难 ， 也 是 我 们 未 来 的 工作 重点 之 一 。 


Prover,simplier 
Auto-reasoner 


and transformer 
Wedge and its 
MEE 


5-2 仿 射 括号 代数 计算 系统 的 架构 


第 二 个 层次 是 利用 最 底层 的 函数 来 支持 最 高 层 的 运算 。 首 
先 我 们 在 输入 、 输 出 部 分 使 用 了 几 个 Maple FF Bp, 3X 
部 分 加 上 自己 编写 的 多 个 函数 ， 就 可 以 完成 输入 、 输 出 任务 。 
总 体 来 说 它们 完成 数字 分 离 、 括 号 分 离 、c 分 离 、 单 项 式 切 
市 、 外 积 切割 ， 以 及 它们 的 组 合 。 其 次 是 一 些 核 心 仿 射 括号 代 
数 的 函数 与 算法 。 它 们 是 定 序 判定 、 交 换算 法 、 收 缩 算法 、 模 
式 库 管理 、 模 式 匹 配 、 因 式 分 解 、GCD 判定 与 提取 、 错 误 处 
理 与 指示 等 。 
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最 底层 是 为 了 支撑 整个 系统 而 建立 的 各 种 函数 和 计算 规则 
以 及 内 部 结构 的 控制 与 处 理 。 我 们 用 Maple 和 C+ + 编写 了 67 
个 函数 来 建立 整个 仿 射 括 号 代数 的 计算 规则 。 这 些 函数 应 该 说 
是 不 友好 的 ， 它 们 的 输入 、 输 出 都 是 我 们 定义 的 内 部 数据 结 
构 ， 可 读 性 非常 不 好 。 它 们 与 Maple 的 多 项 式 系统 是 整个 系统 
的 基础 部 分 。 所 有 的 上 层 命令 都 通过 它们 完成 。 我 们 可 以 通过 
输入 、 输 出 函数 来 访问 它们 。 

事实 上 ， 仿 射 括号 代数 计算 的 输入 是 一 个 字符 串 结构 ， 但 
是 任何 系统 的 字符 串通 数 都 不 可 能 完成 仿 射 括号 代数 计算 。 所 
以 我 们 需要 用 一 种 好 的 数据 结构 ， 然 后 在 它 上 面 进行 仿 射 括号 
的 计算 。 这 种 结构 应 该 具有 如 下 的 特性 : 

(1) 能 够 毫 不 混淆 地 表达 仿 射 括号 代数 的 括号 、 边 界 量 、 
外 积 等 结构 。 

(2) 能 够 区 分 计算 用 的 数字 和 表示 向 量 的 数字 。 

(3) 能 够 独立 于 维 数 ， 或 者 说 可 以 很 容易 推广 到 更 高 维 ， 
扩展 性 好 。 

(4) 不 能 与 Maple HAMM, BERK Maple 的 运算 无 
端 应 用 在 上 面 。 因 为 Maple 作为 一 个 编程 系统 还 有 一 些 问 题 ， 
它 不 能 像 C + + 一 样 进行 各 种 运算 与 符号 的 重 载 。 

我 们 使 用 的 内 部 数据 结构 具有 如 下 的 形式 ， 首 先是 括号 结 
构 与 o 结构 的 表示 : 


[[ 维 数 ] ,可 计算 系数 ,[ [2 阶 括号 ] ,… ,[i 阶 括号 ]， 
[C1 Bro 结构 1],…[i -1 阶 o 结构 ]] ,向量 部 分 ] 


我 们 用 下 列 结 梅 表示 外 积 人 结构 ; 


第 5 章 自动 证 明 应 用 与 实现 U 


[[ 维 数 ],[2 阶 A 结构 ],…,[i 阶 o 结构 ]] 
我 们 用 下 列 结构 表示 单项 式 : 
[[ 括 号 与 o 部 分 的 表示 ] ,L 人 结构 的 表示 E] 


我 们 用 下 列 结构 表示 多 项 式 : [单项 式 1， 单 项 式 2，…， 
单项 式 n ] 。 为 什么 不 用 直接 的 “+ ”号 呢 ? 这 是 因为 dist 结构 
在 Maple 里 面 是 可 计算 ， 或 者 说 可 加 的 ， 这 会 导致 一 些 Maple 的 
运算 强加 在 括号 结构 上 ， 这 是 不 需要 的 ， 也 是 必须 避免 的 。 

我 们 还 注意 到 一 点 ， 在 Maple 10 中 list 结构 并 不 是 无 限 
制 使 用 的 ， 在 某 些 特定 操作 时 ，Maple 对 list 长 度 进行 了 限制 。 
我 们 通过 摸索 ， 解 决 了 这 个 问题 ， 在 所 有 的 函数 中 大 约 有 6 个 
出 现 了 这 种 情况 。 

事实 上 ， 基 于 Maple 的 list 结构 ， 效 率 是 比较 低 的 。 因 为 
括号 代数 特有 的 运算 规则 ， 面 向 对 象 的 方法 用 于 此 系统 的 实现 
应 该 是 很 好 的 解决 方法 : 

(1) 重 载 “* ”或 者 说 省 略 来 定义 单个 括号 、o 的 乘法 、 
组 成 单项 式 。 

(2) 通过 重 载 “+”“- ”等 运算 ， 实 现 括号 单项 式 之 间 
的 运算 ， 也 就 是 组 成 多 项 式 ， 以 及 进行 多 项 式 之 间 的 加 减 运 
算 。 这 避免 了 List 结构 本 身 的 过 多 艇 套 问 题 。 

(3) 通过 前 面 的 整除 性 方法 ， 重 载 “/ ”运算 符 ， 实 现 简 
单 的 除法 运算 ， 当 然 这 种 运算 还 是 不 满意 的 。 

这 样 重 载 了 四 则 运算 符 后， 就 可 以 定义 括号 类 。 括 号 类 的 
成 员 应 该 包括 数组 列表 、 维 数 。 成 员 函 数 包括 : 符号 函数 ， 返 
回 括号 置换 后 的 符号 ; FA, AMEE AS; 拉 直 ; syzygy 
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处 理 ， 自 动 对 syzygy 进行 处 理 。 

从 括号 类 可 以 派生 出 括号 、o 等 。 基 于 此 的 C+ + 实现 的 
系统 应 该 能 在 效率 上 大 大 提高 ， 并 且 可 重用 性 、 可 读 性 都 大 大 
增强 。 


本 书 的 所 有 符号 都 可 以 完全 输入 程序 ， 并 且 输 入 输出 形式 
一 致 。 程 序 的 输入 输出 系统 也 可 以 支持 输入 输出 有 理 形 式 ， 但 
是 通常 情况 下 我 们 默认 关闭 这 一 功能 ， 以 减少 判断 的 时 间 。 以 
下 输入 输出 例子 仅 是 为 了 说 明 系 统 的 功能 ， 并 不 具有 任何 实际 
的 背景 。 需 要 说 明 的 是 为 了 方便 输入 ， 程 序 同 时 支持 首 字母 大 
小 写 的 命令 。 

(1) 仿 射 括号 单项 式 的 输入 和 输出 : 在 程序 中 ， 完 全 可 
以 处 理 括号 形式 的 字符 串 ， 但 是 因为 e 的 输入 比较 麻烦 ,我 
们 还 支持 使 用 e。 (1) Ro (1) 来 进行 输入 。 同 时 我 们 也 支 
持 0 到 9 共 10 个 数字 的 输入 包括 它们 和 字母 的 混 排 ， 程 序 都 
可 以 将 它们 转化 成 内 部 数据 结构 进行 计算 ， 同 样 在 输出 时 保持 
输入 的 样子 。 

【 例 5.1】 普 通 单项 式 的 输入 输出 : 


> myinput("3[123]e(1)") : 
> myoutputall( % ) ; 
+ 3[123]o (1) 
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> myinput(”3[1AB]e(C)”); 
> myoutputall(% ) ; 
+ 3L1AB]o (C) 


说 明 ; 外 积 的 输入 、 输 出 类 似 。 程 序 最 主要 的 输入 函数 为 
myinput (), ， 输 出 函数 为 myinputall ( ) 。 在 没有 特别 指定 维 数 
参数 的 时 候 ， 程 序 默认 是 二 维 仿 射 平面 。 

(2) 多 项 式 的 输入 、 输 出 : 程序 支持 多 项 式 的 输入 、 输 
出 ， 在 定理 证 明和 自动 推理 时 ， 程 序 输出 的 每 一 步 的 多 项 式 都 
是 一 个 规则 多 项 式 。 但 是 在 其 他 情况 ， 程 序 不 限制 任何 形式 的 
输入 、 输 出 ， 仅 对 维 数 进行 控制 。 

【 例 5.2】 多 项 式 的 输入 、 输 出 ; 


> myinput(”3[123][456]e(7)e(8) + 
2[178 ][236]e(4)e(5)”): 

> myoutputall(% ) ; + 
3[123][456]a(7)a(8) + 
2[178][236]o(4)o (5) 


说 明 : 如 果 多 项 式 在 输入 时 ， 有 同类 项 ， 程 序 将 自动 进行 
合并 。 
(3) 抛物 线 的 表示 : 程序 支持 抛物 线 的 各 种 表示 。 
【 例 5.3】 抛 物 线 的 切线 表示 : 
> paratangent([1,2,3,1]): 
> myoutputall( % ); 
+ 1[137][137]o(2)12 - 
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说 明 ; 抛物 线 的 表示 可 以 用 parabola([1,2,3,X]) RR 
得 ,表示 在 1.2,3、7 决 定 的 抛物 线 上 。 不 同 点 切线 的 表示 可 
以 通过 调整 第 4 个 输入 参数 来 获得 ， 例 如 例 5.3 的 输出 就 给 出 
了 点 1 处 的 切线 表示 。 

(4) 椭圆 的 表示 : 程序 支持 椭圆 的 各 种 表示 。 

【 例 5.4】 椭圆 的 表示 : 


> ellipse([1,2,3,X]): 

> myoutputall( 和 ) ; + 
2[123][120 ][10X1[20X]a (3) - 
1[123][123][10X][20X]eo (0) - 
1[12X][12X][130][230]a(O) + 
2[12X](10X1[130][230]1e (2) - 
2[12X]1[20X]1(130]1[230]o (1) 


WEBB: 545.4 BT 1, 2. 3, O 决定 的 椭圆 ， 也 可 以 通 
过 输入 参数 [1,2,3 ,4,5,X] 来 获得 由 1、2、3、4、5 点 表示 
的 椭 贺 。 切 线 的 相应 表示 也 通过 控制 输入 参数 来 进行 。 
(5) 双 曲 线 的 表示 : 程序 支持 双 曲 线 的 各 种 表示 。 
【 例 5.5】 双 曲线 的 表示 : 
> hyperbola([1,[2,3],[4,5],X]): 
> myoutputall(% ); 
+ 1(123][145]o (0o (X). - 
1(23X][45X]e (1)o (1) 
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说 明 : 545.5 给 出 了 由 两 条 渐 近 线 23, 45 以 及 一 点 1 决 
定 的 双 曲 线 ， 也 可 以 通过 输入 参数 [1, 2, 3, X ] 来 获得 由 
1, 2. 3. O 点 表示 的 双 曲 线 。 切 线 的 相应 表示 也 通过 控制 输 
人 参数 来 得 到 。 

(6) 程序 也 支持 其 他 一 些 表示 的 输入 和 输出 。 

(7) 程序 证 明 的 输出 参数 是 可 调 的 ， 可 以 控制 输出 不 同 
的 信息 ， 同 时 在 默认 的 情况 下 ， 它 将 给 出 最 关键 的 通常 也 是 最 
感 兴趣 的 输出 。 对 于 程序 中 执行 的 错误 ， 基 于 Maple 的 错误 信 
息 提示 ， 程 序 也 能 给 出 大 致 的 描述 ， 并 对 很 大 一 部 分 非法 输 人 
给 出 提示 或 者 自动 纠正 处 理 。 


编程 使 用 的 数据 结构 为 [数字 ,[[ LI 二 项 括号 1]、[ 二 项 括 
号 2j]、[[ 三 项 括号 1]]]、 [边界 量 ] ,点 1 数据 格式 必须 到 第 二 
层 ,就 是 说 [1,[[],[] ,II 点 2] 

(1) 计算 转换 的 符号 ， 这 里 如 果 用 字母 ， 应 该 先 要 转换 
一 下 。 


mysignal: =proc(b) 
local i,j,temp; 
temp; =0; 
for i from 1 to nops(b) do 


for j from i «1 to nops(b) do 
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if p[i] >b[j] then 
temp: =temp +1; 
elif p[i] =b[j] then 
print("Error ! Wrong permutation !"); 
end if; 
end do; 
end do; 
if type(temp,even) then 
return 1; 
elif type(temp,odd) then 
return -1; 
else 
print("ERROR"); 
end if; 


end proc: 


(2) 进行 标准 格式 的 全 排序 。 


myallorder: =proc(x) 
local num,zn,i,j,numofone,numoftwo,numofthree, 
temp, 


mytemp,numoffour; num; =nops(x); 


numofone: -nops(zn[2][1]); 


if numofone » -1 then 
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for i from 1 to numofone do 
zn[1]: »zn[1] *«mysignal(zn[2][1][1i1); 
zn[2][1][i]: »myorder(zn[2][1][i]); 
od; 
fi; 
numoftwo; -nops(zn[2][2]); 
if numoftwo » -1 then 
for j from 1 to numoftwo do 
zn[1]: 2» zn[1] + mysignal(zn[2][2](3]); 
zn[2][2][3]: =myorder(zn[2][2][j]); 
od; 
fi; 
numofthree; -nops(zn[3][1]); 
if numofthree » -2 then 
for i from 1 to numofthree do 
for j from i «1 to numofthree do 
if zn[3][1][i][1] »zn[3][1][3] 
[1] then 
mytemp: -zn[3][1]1[3j]; 
zn[3][1][3]: » zn[3][1][i]; 
zn[3][1][i]: =mytemp; 
end if; 
od; 
od; 
fi; 
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numoffour: =nops(zn[3][2]); 
if numoffour > =1 then 
for j from 1 to numoffour do 
zn[1]: =2n[1] * mysignal(zn[3][2] 
[i]s 
zn[31[2][ i]: =myorder(2n[3][2][3]); 


od; 
fori from 1 to numof four do 
for j from i £1 to numoffour do 
àf zn(3](2] [i] [1] » zn(3] (21i] 
» [1]then > a vu 
(o mytemp; -zn[3][2]L 3]; 
zn[3](21031: 2 zn[3][2](i]; 
zn[3][2][i]: =mytemp; 
end if; 
if zn[3][2][i][1] 2»zn[3][2][3] 
[1] then 
if zn[3][2][i]1[2] » zn[3][2] 
[3][2] then 
mytemp; = zn[3][2](3]; 
zn[3][2][j]j:=zn[3][2][i]; 
zn[3][2][i]: »mytemp; 
end if; 


end if; 
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od; 
od; 
fi; 
if numofone » -2 then 
for i from 1 to numofone do 
for j from i +1 to numofone do 
if zn[2][1]1[i][1] »zn[2][1][3][1] 
then 
mytemp: = zn[2][1][3]; 
zn[2][1][3]: »zn[2][1][i]; 
zn[2][1][i]: =mytemp; 


end if; 
if zn[2][1][i]li] -zn[2][1][53] 
[1] then 
if zn[2][1][i][2] » zn[2](1](3] 
[2] then 


mytemp: -zn[2][1][3]; 
zn[2][11[3]: » zn[21[1][ i]; 
zn[2][1]1i]: =mytemp; 
end if; 
end if; 
od; 
od; 
fi; 


if numoftwo > -2 then 
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for i from 1 to numoftwo do 
for j from i +1 to numoftwo do 
if zn[2][2][i][1] » zn[2]1[2][3] 
[1] then 
mytemp; -zn[2][2][3]; 
zn[2][2][3]: 2 zn[2][2][i]; 
zn[2][2][i]: =mytemp; 


end if; 
if zn[2][2][i][1] -zn[2][2103][1] 
then 
if zn[2][2][i][2] » zn[ 2][2]1( 3] 
[2] then 


mytemp: - zn[2][2][3]; 
zn[2][2][3]: 2»zn[21[2][i]; 
zn[2][2][i]: =mytemp; 
end if; 
if zn[2][2][1][2] 2 zn[2]12][ 3] 
[2]then 
if zn[2][2][3i][3] » zn[21[2] 
[3][3] then 
mytemp: -zn[2][2]03]; 
zn[2][2][3]: 2 zn[2][2][ i]; 
zn[2][2][i]: =mytemp; 
end if; 


end if; 
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end if; 
od; 
od; 
fi; 
if num -3 =2 then 
if zn[4] » zn[5] then 
temp: - zn[5]; 
zn[5]: -zn[4]; 
zn[4]: 2» temp; 
end if; 
end if; 
return zn; 


end proc; 


(3) 把 内 部 的 数据 结构 作为 可 读 语 言 输出 。 


myoutputi:-proc (x) 
local i, numone, numtwo, numthree, numfour, re- 
sultone, resulttwo, resultthree, resultfour, 
resultfive, result, 
num; 
result: =""; 
numone; -nops (x [2] [1]); 
numtwo; -nops (x [2] [2]); 


numthree; =nops (x [3] [1]); 
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numfour; -nops (x [3] [21); 
if numone -0 then 
if numtwo -0 then 
if numthree -0 then 
if numfour =0 then 
if x [i] =1 then 
if nops (x) =4 then 
return asc (x [4]); 
elif nops (x) =5 then 
return cat(asc(x [4]), ase 
(x [5])); 
else 
return -1; 
fi; 
elif x [1] = -1 then 
if nops (x) «4 then 
return cat('-", asc(x 
[4]))5; 
elif nops (x) -5 then 
return cat("™", asc(x [4]), 
asc(x [5])); 
else 


return -1; 


else 


第 5 章 自动 证 明 应 用 与 实现 IS 


return -1; 
fi; 
fi; 


resultone: -""; 
for i from 1 to numone do 
resultone; -cat(resultone,"[*, asc(x 
[2]{1] [i] [1]), 
asc (x [2] [1] [i] [2], string),"]"); 
od; 
resulttwo; -""; 
for i from 1 to numtwo do 
resulttwo: -cat(resulttwo,"[", asc(x 
[2] [2] [i] [1]), 
asc(x [2] [2] [i] [2]), asc(x [2] [2] 
[i] [3]),"]"); 
od; 
resultthree; =""; 
for i from 1 to numthree do 
resultthree; -cat(resultthree," | Icc { | 
char38] k} (*, 
asc(x [3] [1] [i] [1]),")"); 
od; 
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resultfour: -""; 
for i from 1 to numfour do 
resultfour; =cat (resultfour,"| Ncc {| NV char 
38} R} (", asc (x [3] [2] [i] [1]), asc(x 
[3] [2] [i] [20,0 "; 


od; 
num; -nops (x); 
resultfive: -""; 


for i from 1 to num -3 do 
resultfive; -cat(resultfive, asc(x [3 «i])); 
od; 
if x [1] >0 then 
return cat( "+", asc(x [1]), resultone, result- 
two, resultthree, resultfour, resultfive); 
else 
return cat(asc(x[1]), resultone, resulttwo, 
resultthree, resultfour, resultfive); 
fi; 


end proc; 


(4) 有 多 个 delta (12) 这 样 的 展开 ,x 中 含有 多 个 。 
(12) 这 样 的 形式 ， 返 回 一 个 list; 因为 未 必 是 针对 整个 一 步 ， 
所 以 没有 蓟 除 公 因 子 的 操作 。 


selfexpand: -proc(x) 
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local i,j,temp,result,num; 
if nops(x[3][2]) =1 then 
return selfexpandl(x); 
fi; 
if nops(x[3][2]) > =4 then 
return -1 
fi; 
if nops(x[3][2]) =3 then 


return [0]; 


fi; 
temp: -[x]; 
num: -1; 


for i from 1 to nops(x[3][2]) do 
result: =[]; 
num; =nops(temp); 
for j from 1 to num do 
result:dop(result),op 
(selfex pandl(temp[j]))]; 
od; 
temp: -result; 
od; 
return result; 


end proc: 


(5) 对 带 有 外 积 的 单项 式 进 行 展 开 ， 展 开 的 方向 由 7y 决 
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定 , 确 保 y 作为 单 点 出 现 。 


wedgeexpand; -proc(x,y) 
local i,sig,mark,positionx,positiony,time, 
resultone; 
sig; =0; 
mark: =0; 
positionx; =0; 
positiony: =0; 
time; =0; 
for i from 1 to nops(x[2][1]) do 
if x[2][1][i] =y then 
Sig: =1; 
mark; =1; 
time; =time +1; 
positionx: =i; 
fi; 
od; 
for i from 1 to nops(x[2][2]) do 
if x[21[2][ i] =y then 
sig: =1; 
mark; =2; 
time; =time +1; 
positiony: =i; 


fi; 
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od; 

if sig -0 then 
return -1; 

fi; 

resultone; =[]; 
if time >2 then 
return 0; 

fi; 


end proc: 


(6) 进行 外 积 运算 ， 返 回 按 顺 序 展开 的 形式 ， 在 调用 的 
时 候 应 该 用 输入 参数 的 顺序 来 获得 好 的 展开 , 输 和 人 是 2 个 list, 
或 者 3 个 list, 


wedge: =proc() 
local resultone,resulttwo; 
if nargs -1 then 
return -1; 
fi; 
if nargs >3 then 
return -1; 
fi; 
if nops(args[1]) « »2 then 
return -1; 


fi; 
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if nops(args[2]) < »2 then 
return -1; 
fi; 
if nargs =3 then 
if nops(args[3]) < >2 then 
return -1; 
fi; 
fi; 
if nargs =2 then 
resultone; ={1,{{],{Largs[1]{1],args[1] 
[2],args[21[1]]1]1, [E 1, [1], aras (2] 
[2]]; 
resulttwo; -[ -1,{[],[[args[1][1],args 
[1][2],arss[2][2111], [L 1, C 1], args 
[2]{1]]; 
fi; 
if nargs =3 then 
resultone: =[1,[[],{[args[1][1],args[1][2], 
args [2][1]], [aras [2]1[2], args (3] [1], 
args[3][2]11] ], CE], E11]; 
resulttwo; -[ -i,[[]l,[[arss[1][1],args 
(1][2],args[2}[2]],[args({2][1],args 
[3][1],args[3][2111], EL. E115 
fi; 


return[singlesim(resultone),singlesim 
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(resulttwo)]; 


end proc; 


(7) 提取 公 因子 ， 输 入 为 一 个 list，list 内 元 素 为 内 部 数据 
结构 ， 但 是 程序 并 不 抽取 二 向 量 ， 输 出 为 噜 除 公 因 子 之 后 的 表 
达 式 ， 输 入 一 个 参数 返回 去 掉 公 因子 后 的 list， 本 函数 也 对 整 
数 进 行 gcd 运算 。 


mygcd; =proc() 
local len,i,j,k,sig,s,intlist,gcdresult, 
mygcdresult,first,zn,x,num,mygcdresultone, 
mygcdresulttwo,mygcdresultthree, 
mygcdresult four; 
len; -nops(args[1]); 
x: -args([1]; 
mygcdresultone; =[]; 
mygcdresulttwo: =[]; 
mygcdresultthree: =[]; 
mygcdresultfour: =[]; 
for i from 1 to len do 
if nops(args[1][i][2][1]) =0 then 
break; 
fi; 
for k from 1 to nops(args[1][i][2][1]) do 
first: -args[1][il[2][1][k]; 
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sig; =0; 
for j from 1 to len do 
if myin(first,x[j]) -1 then 
sig:-sig«1; 
fi; 
od; 
if sig=len then 
mygcdresultone; -[op 
(mygcdresultone),first]; 
for s from 1 to len do 
x[s]: »myremovel(first,x[s]); 
od; 
fi; 
od; 
od; 
for i from 1 to len do 
if nops(args[1][i][Í2][2]) 20 then 
break; 
fi; 
for k from 1 to nops(args[1][i][2][2]) ao 
first; -args[1][i][2][2][k]; 
sig: =0; 
for j from 1 to len do 
if myin(first,x[j]) -1 then 


sig: =sig+l; 
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fi; 
od; 
if sig -len then 
mygcdresulttwo; -[op(mygcdre- 
sulttwo),first]; 
for s from 1 to len do 
x[s]: =myremovel (first,x 
[s]); 
od; 


od; 
od; 


for i from 1 to len do 


for k from 1 to nops(args[1][i][Í3][1]) do 
first; =args[1][i][3][1][k]; 
sig: =0; 
for j from 1 to len do 
if myin([t1,[[ ], [1], [EL first], 
(1]],x[ 31) =1 then 
sig: =sig+l1; 
fi; 
od; 
if sig =len then 


mygcdresultthree: =[op 
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(mygcd resultthree),first]; 
for s from 1 to len do 
x[s]: =myremovel ([1,[[], 
[]],[[£first],[]]],x 
[s]); 
od; 


od; 
od; 


for i from 1 to len do 


for k from 1 to nops(args[1][i][3][2]) do 
first: -args[1][1i][3][2][k]; 
sig: =0; 
for j from 1 to len do 
if myin([1,[[],[]],[[],[£fir- 
st]]],x[3])} =1 then 
sig: =sig+1; 
fi; 
od; 
if sig=len then 
mygcdresultfour: =[ op 
(mygcdresultfour),first]; 
for s from 1 to len do 


x[s]: =myremovel([1,[[],[] 
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J, [[ ], [ first ]]]，x 
[s]); 
od; 


od; 
od; 
intlist: =[]; 
for i from 1 to len do 
intlist: -[op(intlist),x[i][1]]; 
od; 
gcdresult; -igcd(op(intlist)); 
for i from 1 to len do 
x[i][1]; = x[i][1]/gcáresu1t; 
od; 
if nargs -1 then 
return x; 
else 
return [gcdresult,[mygcáresultone, 
mygcdresulttwo],[mygcdresultthree, 
mygcdresultfour]]; 
fi; 


end proc. 


限于 篇 幅 ， 其 他 详细 程序 代码 不 在 此 列 出 。 
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这 里 的 例子 包括 二 维 的 仿 射 incidence 部 分 、 三 维 inci- 
dence 部 分 、 二 维 的 二 次 曲线 部 分 。 关 于 本 节 的 例子 我 们 作 如 
下 说 明 。 

(1) 在 每 个 题目 的 表述 部 分 ， 我 们 没有 改变 的 点 的 字体 ， 
可 以 把 它们 看 做 是 仿 射 几何 命题 的 一 般 表述 。 

(2) 既然 是 定理 机 器 证 明 ， 因 此 我 们 测试 的 例子 ， 都 应 
该 由 程序 完成 。 事 实 上 ， 程 序 完全 可 以 完成 所 有 的 例子 ， 但 
是 有 部 分 的 例子 ， 机 器 证 明 的 复杂 程度 大 于 手 算 ， 这 是 不 可 
避免 的 ， 因 为 手 算 的 时 候 ， 会 利用 一 些 程序 所 不 能 包括 的 东 
西 ， 使 用 一 些 没有 编制 到 或 者 根本 没有 办 法 编制 到 程序 的 方 
法 ， 例 如 例 5. 4. 14 给 出 了 手 算 的 过 程 ， 这 上 比 用 程序 计算 要 
简单 。 当 然 大 部 分 例子 是 机 器 可 以 轻而易举 地 证 明 ， 但 是 手 
算 或 者 其 他 方法 要 耗费 非常 大 的 精力 ,在 一 些 极端 的 情况 
下 ， 似 乎 手 算 根 本 没有 能 够 算出 结果 的 可 能 性 (〈 指 计算 复杂 
度 非常 巨大 ) 。 

(3) 以 下 的 例子 中 ， 除 了 例 5.4.7， 其 他 的 输出 为 了 适应 
Latex 格式 ， 都 做 了 格式 化 处 理 。 而 例 5.4.7 的 文字 提示 是 可 
以 改变 的 ， 输 出 的 内 容 也 是 可 以 改变 的 ， 这 里 给 出 的 是 缺 省 情 
况 的 输出 。 

(4) 以 下 例子 中 ， 可 能 有 部 分 例子 与 程序 的 真正 执行 的 
结果 不 同 ， 这 可 能 受到 输入 以 及 程序 改动 的 影响 。 而 在 例 
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5.4.14 中 ， 程 序 的 输出 完全 不 同 ， 因 为 这 里 我 们 给 出 的 是 一 
个 手 算 的 结果 ， 程 序 证 明 过 程 类 似 于 例 5.4.15、 例 5.4.16, 
例 5.4.12 中 ,根据 输入 不 同 ,程序 输出 的 复杂 程度 也 不 同 ， 
为 了 减少 篇 幅 ， 此 例 进行 了 简化 处 理 。 

(5) 基于 三 角 化 的 消 元 方法 作为 一 种 保证 完整 性 的 手段 
必 不 可 少 ， 在 非常 特殊 的 例子 下 ， 似 乎 仅 能 通过 三 角 化 ， 其 至 
坐标 化 方法 进行 消 元 。 

(6) 一 些 新 的 方法 、 思 想 还 需要 不 断 补充 到 程序 中 。 


5.5.1 incidence 例子 


[55.6] WA 5-3 所 示 ， 过 三 角形 123 的 点 3 引 一 条 直 
线 ， 在 直线 上 任 取 一 点 4， 过 点 1 作 24 的 平行 线 ， 并 与 43 交 
于 点 5， 过 点 5 作 32 的 平行 线 交 12 于 点 6， 则 64 平行 于 31。 
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图 5-3 Incidence (1) 


构造 ; E B ARI, 2, 3, 4, 
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点 5: 在 直线 43 上 并 且 15//24 ， 可 以 表示 为 : 1c(24) 人 


43, 
点 6: 在 直线 12 上 并 且 56//32, 可 以 表示 为 : 5o (32) 
A 12, 
结论 : 64//13， 可 以 表示 为 : [640 (13)] =0。 
证 明 过 程 : 


[460 (31)] = 40(31) A 50(32) A 12 

= [125][123]e(3)o (4) + 
[123] [450(13) ]e (2) 

= [123 ]o(3)0(4) (12 A 1a (24) A 43) - 
[123 ]o(2) (4a (13) A 1a (24) A 43) 

= [123] [124] [134]e (2)e (3)e (4) - 
[123] [124][134]e (22e (3)o (4) 

=0 


消 元 注释 (不 要 展开 ,如 果 展 开 的 话 ,将 会 有 4 项 ) : 
6: = 5g (32) A 12 
5: = lo (24) A 43 
[815.7] 如 图 5 -4 所 示 , 这 是 Desargues 定理 的 三 维 情形 : 
三 维 仿 射 空间 的 两 个 三 角形 ,如 果 对 应 顶点 的 连 线 平行 , 则 对 应 
边 的 交点 共 线 。 
构造 
自由 点 :1,2,3,4。 
半 自 由 点 :5 满足 25//14, 
半 自 由 点 :6 满足 36//14。 
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图 $-4 Incidence(2) 


点 7: 直 线 13 与 46 的 交点 。 
点 8: 直 线 56 与 23 的 交点 。 
点 9: 直 线 45 与 12 的 交点 。 
结论 :7,8,9 三 点 共 线 。 
证 明 过 程 : 
[789] = [237][569] - [239][567] 
= [123][436][569] - [136] [456] [239] 
= [123][456]([125][436] - [136][425]) 
= [125]o(2) - [425]o (1) 
= 0 
Di. 
[237] - [123][436] 
[567] - [136][456] 
[569] = [125][456] 
[239] - [123][425] 
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[136]o(2) = [436]c(1) 
[125]o(2) = [425]o(1) 


【 例 5.8】 如 图 5 -5 所 示 ， 三 角形 123 以 及 各 边 的 中 点 4、 
5、6， 过 点 6 且 平行 于 25 的 直线 与 过 点 5 且 平 行 于 12 的 直线 
相交 于 点 7， 则 37 平行 于 14。 


图 $-S Incidence (3) 


构造 : 

自由 点 : 1，2，3。 

点 4: 直线 23 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : 30 (2) + 20(3)。 

AS: 直线 13 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : 10(3) + 30(1)。 

点 6; 直线 12 的 中 点 ， 可 以 表示 为 :20(1) + 10(2)。 

点 7: 通过 点 6 且 平 行 于 25 的 直线 与 通过 点 5 且 平 行 于 
12 的 直线 的 交点 ， 可 以 表示 为 : 60(25) A 50(12)。 

结论 : 73//14， 可 以 表示 为 : [730 (14) ] = 0。 

证 明 过 程 : 

消去 点 7 后 的 结果 : 
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+1[135][156]o(2)o(2)o(4) - 
1[135][256]o (190 (2)0(4) - 
[126][135]o0 (22e (4)a(5) - 
[123 ][256]o(1)0(4)o(5) + 
1( 156 ][345]o(1)0(2)0(2) - 
1[256][345]o(1)e(1)0(2) - 
[134 ][256]o(1)0(2)a(5) - 
[126][345 ]o(1)a(2)a(5) + 
[234 ][256]o(1)0(1)0(5) 


— 一 


T at 


— 


消去 点 6 后 的 结果 : 


-1[125][135]o(2)o(3)o(4) - 
1[135][135]a(2)a(2)a(4) + 
1[135][235]o (1)o (220 (4) - 

1[123](135]oe (2)0(4)o (5) + 

1[123][235]o(1)0(4)a(5) - 

1(125][345]o (1)o (2)0 (3) - 

1[135][345]e (1)0 (220 (2) + 

1[235][345]e (1)e (1)e (2) + 

1[134][235]o (1)e (2)0(5) - 

1[123][345]o (1)e (220 (5) - 

1[234][235]o (1)o (1)0 (5) 


消去 点 5 并 去 除 公 因子 后 的 结果 : 


+ 1[123]o(4) + 1[134]o (2) - 1[124]o(3) 
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= [234]o(1) 


消去 点 4 HARA. 

【 例 5.9】 如 图 5 -6 所 示 ，1234 是 一 个 平行 四 边 形 ， 其 中 
心 为 点 5， 点 6、7、8、9 分 别 是 直线 15, 25. 35. 45 的 中 点 。 
点 4 是 46 和 37 的 交点 ,点 B 是 17 和 48 的 交点 ,点 C 是 19 和 28 
的 交点 ,点 D 是 26 和 39 的 交点 。 则 ABCD 也 构成 平行 四 边 形 。 


5-6 Incidence (4) 


原 题 目 构造 如 下 : 

自由 点 : 1，2，3。 

点 4: 满足 14//23 980347721, 

点 5: 13 5 24 的 交点 ， 可 以 表示 为 : 13 A24, 
点 6: 15 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : lo(5) + 5o (1). 
点 7: 25 的 中 点 ， 可 以 表示 为 :2c(5) + 50 (2). 
点 8: 35 的 中 点 ， 可 以 表示 为 :3c($) + Sc(3) 。 
点 9: 45 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : 40(5) * 5o (4). 
RA; 46 与 37 的 交点 。 

M B; 17 与 48 的 交点 。 
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点 C: 19 与 28 的 交点 。 

A D; 26 与 39 的 交点 。 

结论 ; AB//DC,AD//BC, 

我 们 想 看 到 它 最 终 的 依赖 ， 所 以 我 们 去 掉 点 4 的 构造 ， 把 
点 4 转化 成 自由 点 。 构 造 如 下 : 

自由 点 : 1，2，3，4。 

点 $: 13 5 24 的 交点 ， 可 以 表示 为 : 13 人 24。 

点 6: 15 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : lo (5) +50 (1). 

点 7: 25 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : 20 (5) +50 (2), 

点 8: 35 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : 30 (5) +50 (3). 

点 9: 45 的 中 点 ， 可 以 表示 为 : 40 (5) +50 (4), 

MA: 46 与 37 的 交点 。 

A B: 17 5j 48 的 交点 。 

A C: 19 与 28 的 交点 。 

A D: 26 与 39 的 交点 。 

结论 : AB//DC,AD//BC, 

推理 过 程 〈 两 个 结论 类 似 ， 这 里 给 出 一 个 结论 的 证 明 过 程 ) : 

程序 没有 给 出 新 的 消 元 顺序 ， 认 为 按照 上 述 构造 (输入 
顺序 ) 即 可 ,说 明 调 整 顺序 并 不 能 让 证 明 步 又 简化 。 

消去 点 D: 


+1[239][6AC]o(B) + 
1[2AC][369]o(B) - 
1[239][68C]o (4) - 
1[2BC][369]o(A) 
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消去 点 C: 

«1[129][239][684]o0 (B) + 
(189 ][239][26A]o(B) + 
[129 ] [284 ][369]o(B) - 
[129]1[2391[68B]o (4) - 
[189]1(2391[26B]o (4) - 
[129](288][369]o (A) 


æ =æ ee ý 


消去 点 B: 


-1[129][147][239][684]o(8) - 
1[129][178][239][684]o (4) - 
1[147][189] [239] [264]e (8) - 
1[178][189] [239] [26A]o(4) - 
1[ 129] [147] [28A][369]o(8) - 
1[129][178][284][369]o (4) + 
1[129] [178 ][239][468]o(A) + 
1[147] [189 ] [239] [268 ]o(A) - 
1 
1 


[178 ][189][239][246]a(A) - 
[129] [178 ][248 ] [369 jc(4) 


消去 点 A: 


- 1[129][147][239][367][468]0 (8) + 
1[147][189][239][246][367]o (8) - 
1[ 129 ] [147 ][268][347][369]o(8) + 
1[ 129] [147] [248 ][367][369]o(8) - 
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1[129][178][268][347]([369]o (4) - 
[ 129 ][ 178 ] [239 ][347][468]o(6) - 
[ 147 ] [189] [239 ][268][347]o(6) + 
1[ 147] [189] [239 ] [268 ][367]o(4) + 
1[ 178 ] [189] [239 ][246][347]o(6) + 
1[ 129 ][178][248][347][369]o(6) 


= è - 


消去 点 9: 


- 1{124] [147] [234] [367] [468 ]a(5)a(5)a(8) - 
1[ 125] [147] [235 ][367][468]o(4)a(4)a(8) - 
1[147] [148 ] [234][246][367]o0 (5) 0 (5) (8) - 
1[147][158][235][246]1(367]o(4)o (4)o0(8) + 
1[124][147][268][3461[3471o(5)o(5)o(8) + 
1[125][147][2681[347]1[356]o (4)o (4)e(8) - 
1[124] [147] [248] [346]1[367]o (5) 0 (5) (8) - 
1[125][147][248][3561(367]o(4)0(4)o(8) + 
1[ 124] [178 ] [268 ] [346] [347]o(4)o0(5)a(5) + 
1[ 125] [178] [268 ][347][356]o(4)0(4)0(4) - 
1[ 124] [178] [234] [347] [468 ]o(5)o0(5)o(6) - 

1[ 125] [178] [235] [347] [468 ]o(4)o0(4)0(6) + 

1[ 147] [148] [234] [268] [347 ]o(5)o(5)o(6) + 

1[147] [158] [235] [268 ][347]o(4)o(4)o(6) - 

1[ 147] [148 ] [234] [268] [367 ]o(4)o0(5)o(5) - 

1[ 147] [158] [235] [2681[367]o0 (4)o (4)o (4) - 

1[148] [178] [234] [246] [347]o (5) 0 (5)o (6) - 
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1[158][178][235][246][347]o(4)o(4)o(6) - 
1[124][178][248][346][347]o(5)o(5)o(6) - 
1[125][178]1[248][347][356}]o(4)o(4)o(6) 


在 消去 点 8，7， 6, 5 之 后 ， 程 序 给 出 收缩 结果 ， 一 个 单项 
AX: 


+ 1 [123] [124] [124] [124] [124] [124] 
[124][124] [124] [124] [134] [234] 
cz(3)ec(3)a(3)0(3)0(3)0(3)0(3)0(3) 


如 果 按 照 原 题目 构造 ， 在 消去 点 4 后 程序 给 出 结果 为 零 。 
5.5.2 抛物 线 例子 


[915.10] WAS -7 所 示 ， 已 知 抛物 线 上 3 点 1、2、3 
以 及 直径 方向 7 了， 过 点 3 HERIK 12 交 于 点 4， 过 点 2 的 直 
径 与 弦 13 交 于 点 5， 则 45 平行 于 点 1 处 的 切线 。 


图 5-7 MMe (1) 


构造 : 
自由 点 : 1, 2, 3, T, 
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点 4: 12 与 37 的 交点 ,也 就 是 12 与 过 点 3 的 直径 的 交点 。 
点 5: 13 与 27 的 交点 ,也 就 是 13 与 过 点 2 的 直径 的 交点 。 
结论 : 过 点 1 的 切线 平行 于 45. 
证 明 过 程 : 
[ tangent(1,123T)ø (45) ] 
= - [123] [12T] [13T] o (2)o(4) + 
[124] [13T]? (2) - 
[134] [12T] [13T]o(2)o(3) 
= [13T]o(2)(- [13T]ø(2) + 
[23T]o(1) + [12T]ø(3)) 
= [137][123]o(2)o(7) 


点 5: = [132]T - [137]2 
点 4: = [123]T - [127]3 


【 例 5. 11】 如 图 5 -8 所 示 , 已 知 抛物 线 上 3 点 1、2、3 
以 及 直径 方向 7， 过 123ABj]r e 4 的 直径 交 过 点 1 的 切线 于 
点 5， 交 抛物 线 于 点 6， 则 点 6 是 45 的 中 点 。 

构造 : 

自由 点 : 1，2，3，7。 

点 4: GR I2 的 中 点 。 点 5: 点 1 处 的 切线 与 过 点 4 的 直径 
的 交点 。 

点 6: 过 点 4 的 直径 与 抛物 线 相交 的 点 。 
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图 5-8 Ni (2) 


结论 : 点 6 平分 线段 45。 三 角形 156 面积 等 于 三 角形 164 
面积 。 
证 明 过 程 : 
[156]o (4) + [146]o (5) 
= [123] [127] [24T][14T]a(1)0(3)e(5) - 
[123] [127] [137] [147]*[23T]o(2)0(3)0(4) 
= [123](127][14T]o(3)([24T]a(1)0(5) - 
[137] [147] [237] (o(2)o(4)) 
= [123] [127]? [14T]o(1)0(2)0(3) (e(5) - 
[137] [12T] [23T]o(1)0(4)) 
= [123] [127]? [147]o (1)e (22a (3) ([13T]? [127] 
c (2)e(4) - [12T]?[137]o (3)o (4) - 
[137] [127][23T]e (1)o (4)) 
-[123][12T][13T][147]o (1)e (220 (3)0 (4) 
({13T]@(2) - [127]8 (3) - (23T]o (1)) 
= -[1231[127]1 [1371[147]c(l)c(2)c(3)c(4)c(7) 
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=0 

消 元 注释 : 

[146] = [123] [127] [14T] [247]e (1) 0 (3) 

[156] = - [123] [127] [137] [14 T]? [237]0 (2) 0 (3) 

c (5) = - [137T]/[12T]o (2)o (4) + 

[127]?[(137]o (3)e (4) 

4-2g(2)] *a(1)2 

【 例 5.12】 如 图 5 -9 所 示 ， 抛 物 线 上 两 点 的 切线 相交 于 
点 4， 并 且 过 此 交点 的 直径 与 纺 12 相交 于 点 5， 则 点 5 是 弦 12 
的 中 点 。 


H5-9 抛物 线 (3) 


构造 : 

自由 点 : 1，2，3，7。 

点 4: 点 1 切线 与 点 2 切线 的 交点 。 
点 5: AT 5j 12 的 交点 。 
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论 : 点 5 平分 12。 
以 下 为 计算 机 证 明 过 程 : 计算 115jc(2) + [25]o(1) 
” Now, Program is loaded for this prove, the followings are the 


result ; " 


” Now we will remove :” ;5 
" The result is:’ tm E [147] c 2) 41 [247] o (1)" 
du n Now. we will remove: ” , 4 ES 
” The result is;" , + [137] (137}o(2)0(2) - 10127] [137] 
o(2)0(3) - 1237] [237]o (Do (1) - 1227] [237 o(1)0(3)” 
" we use Syzygy for the first item and get :”, 
"1[137][23T]o(2)o(1) - 1[237][23T]o(1)o(1) -1 
[127] [23T]e (1)e (3) " - E 
" we get the god" ," cane 
” Remove the ged and we get the result;” , 
"1[137]o(2) -1[23T]o(1) -1[12T]o(3)” 
” we use Syzygy and get the result” , 0 
E: 在 此 因为 涉及 两 条 切线 的 交点 问题 ， 实 际 上 此 交点 
在 手 算 时 可 以 直接 给 出 ， 那 就 是 弦 关 于 二 次 曲线 的 极点 。 
【 例 5. 13】 如 图 5-10 所 示 ， 已 知 抛物 线 上 3 点 1、2、 
以 及 直径 方向 了 ， 点 2 切线 与 点 3 切线 交 于 点 4，12 交 过 点 3 
的 直径 于 点 5， 则 45 平行 于 过 点 1 的 切线 。 
构造 : 
自由 点 : 1, 2, 3,7. 
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图 5-10 抛物 线 (4) 


点 4: 点 2 处 切线 与 点 3 处 切线 的 交点 , paratangent(123T, 
2) A paratangent(1237,3) 。 

点 5: 21 与 过 点 3 的 直径 的 交点 ，21 人 37。 

结论 : AS 平行 于 点 1 ALAA, 45//paratangent(123 T , 1), 

证 明 过 程 : 
[ paratangent( 1237,1)o(45)] 

-[123] [127] [23T]?e(1)e (3) ([123] [127]? [137]? 
o(2)o(3) - [123] [ 127]? [13T]ø’ (3) - 
[123] [127]? [137] [237]o (1)0 (3) ) 

= [123]/ [127]? [137] [23T]'e (1) 0? (3) ([13T]o (2) - 
[12T]o(3) -[23T]o(1)) 

= —[123]?[127]°(13T][23T]*o(1)0°(3)a(T) 

=0 


消 元 注释 : 


4:[(123][23T]?e (1) (- [13T]?o? (2)2 + [23T]'a (1)1 - 
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[127]’o(3)3 
5; - (237]1 + [137]2 
45;[12T]o(3)(- [137][237]12 + [123][127]37) 
o (45); - [13T][23T]o(12) + [123] [12T]o(3)T 


5.5.3 椭圆 例子 


【 例 $.14】 如 图 5 -11 所 示 ， 共 轿 直 径 平 分 与 此 直径 平行 
ADK o 


H5-11 mM (1) 


构造 : 
自由 点 : 1, 2, 3,O 。 
点 4: 点 4 在 椭圆 上 并 且 24//1 O 。 
点 5: 24 与 O1 HERKEN. 
结论 : [25]/[54] = 1。 
证 明 过 程 : 
[25]o (4) +[45]c(2) 
= - [24197 (2) [120] [130 ]'a (4) + 
[4] (3) [120]? e (4) - 
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[24]o’(1)[120][230]?o(4) - 
[24]o (2) [130]' [140] + 
[24]0? (3)0 (2) [120]? [140] + 
[24]o (1)0(2) [1301([2301(240] + 
[2410 (1)e (2) [1201[230] [340] 
=( -0°(1)[230]? -o° (2) [130]? + 
o (3)[120])e(0) [124] + 
2( - e^ (1) [230]? -o (2) [130]? + 
o (3)[120]))e(2) [140] + 
( - a^ (1) [230]? «e? (2) (130]? - 
o^ (3)[120]? + 
20 (1)7(2)[130][230]) e (1) [240] 
=0 
消 元 注释 ， 
[25] =( -o° (1) 230]! -o° (2) [130]? + 
e^ (3) [120]) [120] [24] 
[45] 20^ (1) [120][230] [340] [24] + 
o (1) [1301[230][240][24] - 
o (2) [130] [140] [24] + 
o° (3) [120](140][241(120] [24] 
-70(0)[124] «o (2) [140] - 
a (1) [240] [120][340] 
-[140](230] - [130][240] 
消去 点 4 所 用 的 两 个 条 件 (C1, C2); 
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C1:0(O0) [124] - a (1) [240] =0 

C2:0 (1)a (0) [(1301(2301(124] 

-a° (1) [220] [140] - 

o^ (2) [130]? [140] + 

o^ (3) [120]'[140] 

【 例 5.15】 如 图 5 -12 所 示 ， 过 椭圆 上 点 1、4 两 条 平行 切 

线 与 过 点 2 的 第 3 条 切线 分 别 交 于 点 5、6，16 和 45 交 于 点 7， 
则 27 平行 于 此 两 条 平行 切线 。 


图 5-12 MIN (2) 


构造 

自由 点 : 1,2, 3,0, 

点 4; 点 4 的 切线 平行 于 点 1 的 切线 。 

点 5: 点 1 的 切线 与 点 2 的 切线 的 交点 。 

点 6: 点 2 的 切线 与 点 4 的 切线 的 交点 。 

点 7; 16 与 54 的 交点 。 

结论 : 27//51, 27//64。 

证 明 过 程 ( 两 个 结论 证 明 过 程 类 似 ， 此 处 给 出 一 个 结论 的 
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证 明 过 程 ) : 

计算 [271]o(5) - [275]o(1) ,程序 改变 消 元 顺序 为 [7， 
6,4,5] 

消去 点 7: 


+ 1[126][145]o(5) + 1[145][256]a (1) - 
1[125][456]o (1) 


消去 点 6: 


-2[1231(1201(1201(145][245]o (1)0 (3)o (5) + 
1[123] [123] [120] [145] [245]e (1) (52e (O) + 
2[123][124][120][120][145]o (3)oe (5)a (5) - 
1[123] [123] [124][120][145]e (5)e (5)a (0) + 
2[120] [120] [145] [235] [245]e (1)e (1)8 (3) - 
1[123] [120] [145] [235] [245]o (1)o (120 (0) - 
2[124][120][120] [145] [235]e (1) e (3) (5) + 
1[323][124][120] [145](235]e (120 (5)0 (0) + 
2(125](145](230](230](245]o (1)e (1)o (1) - 
1[123](125][145][230](2451e (1)e (1)o(0) - 
2[ 124][125][120][120] [345]o (1) e (3)e (5) + 
2[ 125 ][120][120] [134] [245 ]a(1)0(3)a(5) + 
1[ 123 ][124][125][120][345]o(1)o(5)a(O) - 
1[123][125] [120] [134] [245]o(1)0(5)0(O) 


消去 点 4: 


-2[123][120][120][150][250]o(1)o(3)o(5) + 
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1[ 123] [123 ][120][150][250]a(1)a(5)a(O) - 
2[ 123] [120][120][120][150]o(3)a(5)o(5) + 
1[ 123} [ 123} [120] [120][150 ]o(5)a(S)a(O) + 
2[120][1201(150][235][250]e (1)0 (1) 0 (3) - 
1(123][120](15011235](250]o (1)o (1)a (0) + 
2(120][120]1[120](150]1235]o (1) (3) 0 (5) - 
1(123]1(1201(1201(1501(235]o (1)o(5)0 (0) + 
2[1251(1501[2301(2301(250]e (1)e (1)a (1) - 
1[123][125][150] [230] [250]o (1)e (128 (O0) + 
2[125][120][120][120]1[350]e (1)e (3) 0 (5) - 
2[125][120][120][130][250]e (1)e (3) 0 (5) - 
1(123][125][1201(120][350 ]o (1)e (52a (0) + 
1[ 123] [125][120][130][250]a(1)0(5)a(O) 


消去 点 5， 结果 为 零 。 基 本 上 这 个 过 程 项 数 过 多 ， 令 人 很 不 
满意 。 

【 例 $.16】 如 图 5 -13 所 示 ， 椭圆 上 两 点 4、5 与 中 心 O 的 
连 线 分 别 平行 于 另外 两 点 1、2 的 切线 ， 点 1、2 处 的 切线 交 于 点 
6, 46 和 56 分 别 交 10 和 20 于 点 7、8，18 和 27 交 于 点 9， 则 
点 6、9、O 共 线 。 

Mi. 

自由 点 : 1，2，3，DO。 

点 4: 04 是 一 条 半径 ， 并 且 04 平行 于 点 1 处 的 切线 。 

4 5: 05 是 一 条 半径 ， 并 且 OS 平行 于 点 2 处 的 切线 。 

点 6: 点 1 的 切线 与 点 2 的 切线 的 交点 。 
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5-13 WE (3) 


点 7: 46 5 10 的 交点 。 
点 8: 5645 20 的 交点 。 
点 9: 27 与 18 的 交点 。 
结论 : 点 6， 9, O 共 线 。 
证 明 过 程 : 计算 [690] 
消去 点 9， 结 果 为 : 
+ 1[127][680] + 1[160][278] 

WARS, ARH: 

+ 1(1271(2601[5601 + 1[160][256][270] 
消去 点 7， 结果 为 : 

+ 1[146][260][560] + 1(1601(256][460] 
消去 点 6， 结果 为 : 


-4[1201(120]1[120][1201[120]1[120](134] 
[230][350]e (3)0 (320 (3)0(3)0 (3)0(3) + 
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4[123][123][123][120][120][120][134] 
[230]1350]e(3)oa(3)o(3)a(O)oe(O)o(0) - 
1[123] [123] [123] [123] [123] [123] [134] 

[230 ][350]a(O)a(O)a(O)a(O)a(O)a(O) - 
4[120][120][120][120][120][120][130] 
[235 ][340 Ja (3)o0 (3)0(3)0(3)0(3)0(3) + 
4[123] [123] [123] [120] [120] [120] [130] 

[235 ][340 ]o(3)a(3)a(3)a(O)a(O)a(O) - 
1[ 123 ] [123 ] [123] [123 ] [123 } [123 ][130] [235] 
(3401e(0)e(0)a(0)o(0)o(0)o(O) 


此 式 可 以 分 解 为 如 下 结果 : 


- ([1341[2301[350] + [130][235][340]) 
(2[120]?8? (3) - [123]? 8? (0))? 


接着 对 程序 点 4,，5， 只 能 用 三 角 化 的 方法 进行 消去 ， 过 程 
非常 元 长 ， 结 果 得 证 。 

证 明 过 程 中 产生 的 非 退 化 条 件 是 2[120]’0 (3). - 
[123] (0) «0, 

[915.17] WE 5-14 所 示 ， 椭 圆 的 外 切 三 角形 的 重心 与 椭 
加 的 中 心 重合 ， 如 果 切 点 分 别 是 各 边 的 中 点 。 

构造 : 

自由 点 : 1, 2, 3, 4, 5. 

点 6: 椭圆 过 点 1 的 切线 与 过 点 2 的 切线 的 交点 。 

AT: 椭圆 过 点 1 的 切线 与 过 点 3 的 切线 的 交点 。 

点 8: 椭圆 过 点 2 的 切线 与 过 点 3 的 切线 的 交点 。 
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图 5-14 WE (4) 


结论 : 如 果 点 1，2，3 分 别 是 67，68，78 的 中 点 ， 则 三 角 
形 678 的 重心 重合 于 椭圆 的 中 心 。 

证 明 过 程 : 计算 

60(7) * Ta (6) +60(8) * 80(6) 470 (8) +80(7) 
z2z(a*b-c) «2y(a-b*c) +2x( -at+tb+c) 
-2a(z*y-x) +2b(z+x-y) *2e(x *y -z) 
-[145][234][235] ( - [145][234][235 ]o (1) + 

[134] [135] [245 ]o(2) + [124][125][345]o0 (3))1 + 

[134] [135] [245] ( [145] [234] [235]a (1) - 

[134 ][135][245]o@(2) + [124] [125] [345 ]a(3))2+ 

[124] [125] [345] ([145][234][235]o (1) + 

[ 134] [135] [245 ]o(2) - [124][125] [345]o (3) )3 
=0 


dui. 


6 -ellitangent([1,2,3,4,5,1]) A 
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ellitangent( [1,2,3,4,5,2]) 
= [145][234][235]1 + [134] [135][245]2 - 
[124] [125] [345]3 
-a-cxb-c 
a (6) » [145] [234][235]o (1) [134] [135][245]a (2) - 
[124][125][345]o0 (3) 
=x+y-z 
7 =ellitangent({1,2,3,4,5,1]) A 
ellitangent([1,2,3,4,5,3]) 
= [145] [234][235]1 - [134] [135] [245]2 + 
[124][125] [345 ]3 
=a-b+t+e 
a (7) =[145][234][235]o(1) - [134][ 135] [245 ]a(2) + 
[124]{125][345 ]o(3) 
=x-yt+z 
8 =ellitangent([1,2,3,4,5,2]) A 
ellitangent([1,2,3,4,5,3]) 
= - [145][234](235]1 + [134] [135] [245]2 + 
[124] [125] [345]3 
=-atbte 
a (8) = — [145] [234] [235]o(1) + [134] [135] [245]o(2) + 
[1241[1251(345 la (3) 


=-x+y+z 
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5.5.4 双 曲 线 例 子 


【 例 5.18】 如 图 5 -15 所 示 ， 任 作 一 条 直线 分 别 交 双 曲 线 及 
其 渐 近 线 于 点 1、7、9、8&8， 则 点 6 平分 89， 当 且 仅 当 点 6 平分 17。 


图 $-1S 双 曲 线 (1) 


构造 : 
自由 点 : 1, 23, 45, 
半 自 由 点 : 点 7 在 双 曲 线 hyperbola (1, 23, 45) 上 。 
半 自 由 点 : 点 6 是 直线 17 上 的 点 。 
点 8: 直线 17 与 渐 近 线 23 的 交点 。 
点 9: 直线 17 与 渐 近 线 45 的 交点 。 
结论 : [61] = [67] 所 [68] = [69], 
证 明 过 程 : 
[69]0 (8) * [68]o (9) 
= ((457][61] - [145][67]) x (32110 (7) -[327]o(1)) + 
([321]1(67] - [327][61]) x ([457]o (1) - [451]o (7) ) 
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=[457][321][61}o(7) - [451][321][67]o(7) - 
(457][327][61]o(1) + [451]([327][67]o (1) + 
[3211[457]1[67]o (1) - [327][457][61]o (1) - 
[451][321][67]o (7) + [327][451][61]o (7) 
=(1) €(2) € (3) + (4) € (5) + (6) € CT) + (8) 
= ([457][321]o (7) + [145] [327]a (7) -2[327][457]e (1)) 
([67]o (1) + [61]0 (7)) 
消 元 注释 : 
(1) +(4) + (5) « (8) 
= ([457][321] + [451] [327]) ([61]& (7) * [67]o (1)) 
(2) +(3) + (6) +(7) 
= —2( [451 ][321][67]o(7) + [457] [327] [61]o (1)) 
= 2121] loe CD (655 (1) + [61]0(7)) 
a (7) 
7:(123][145]o’(7) - [237][457]e? (1) 20 


[915.19] 如 图 5$ - 16 所 示 ， 双 曲线 上 3 点 1、2、3， 过 
点 3 与 一 条 渐 近 线 平 行 的 直线 和 过 点 1 与 另外 一 条 渐 近 线 平行 
的 直线 相交 于 点 7， 藤 12 与 第 一 条 渐 近 线 交 于 点 6， 则 67 F 
Ft TK 23。 

RR: 本 例 可 以 不 按照 下 述 方法 构造 ， 机 器 证 明 过 程 类 似 
于 最 后 的 两 个 例子 ,项 数 比 较 多 ， 但 是 如 果 我 们 用 如 下 的 构造 
方式 ， 充 分 利用 射影 的 结果 ， 可 以 给 出 如 下 简洁 的 证 明 。 

构造 : 

自由 点 : 1，2，3。 
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图 5-16 双 曲 线 (2) 


无 限 远 处 的 自由 点 : 4，5。 
极点 : O: =pole (12345, 45), 
点 6: 12 与 04 的 交点 ，12 A 04。 
点 7; 34 5 15 的 交点 ，34 人 15。 
结论 : [67c(23)] = 0, 
证 明 过 程 : 
[670 (23) ] = (367]0 (2) - [267]0 (3) 
= [124] [135][340]o (2) - [125] [134][240]o (3) 
= (124][125][134][135] [234] ([345] 0 (2) - 
[245]0(3)) 
=0 
消 元 注释 : 
[267] =[2(12 A04) (34A15)] 
= [125][134][240] 


[367] =[3(12 A 04) (34A15) ] 
-[124][135][340] 
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【 例 5.20】 如 图 5 -17 所 示 ， 双 上 曲线 上 取 两 点 1、6 ， 过 点 
6 作 一 条 渐 近 线 的 平行 线 与 点 1 的 切线 交 于 点 7， 过 点 1 作 一 
条 渐 近 线 的 平行 线 与 点 6 的 切线 交 于 点 8， 则 78 平行 于 弦 16。 


HB5-17 双 曲 线 (3) 


构造 : 
自由 点 : 1, 23, 45, 
FAHA: 6 在 双 曲 线 上 。 
点 7: 在 过 点 1 的 切线 上 ， 且 67 平行 于 渐 近 线 23 。 
点 8: 在 过 点 6 的 切线 上 ， 且 18 平行 于 渐 近 线 45. 
结论 : 78//16, 
证 明 过 程 : 计算 [167]o(8) - [168jc(7) 
消去 点 8 后 得 到 结果 
+ 1[123][167]1[346]o (1)o0(2)0(5) - 
1[123][1671[356]o (19e (2)o0(4) - 
1[ 123 ][167][246]o(1)0(3)a(5) + 


- 
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1[123][167][256]o (1)oe (3)o(4) + 
1[136][136][145]o (22a (2)0 (7) - 
1[123](136][1461o (2)a(5)a0 (7) + 
1[123][136][156]o (220 (4)o0 (7) + 
1[1261[126][145]o0(3)0(3)0 (7) - 
2[126][136][145]e (220 (3)0 (7) + 
1[123][126][146]e (3)0(5)0 (7) - 
1[(123][126][156]o (3)0(4)o (7) 


消去 点 7 并 进行 交换 后 得 到 

+ 1[ 123] [126] [145] [345 ] [456 ]o(1)a(2)0(3)0(6)0(6) 
- 1[126 ] [236] [345 ] [456 }[456 ]o(1)o (10 (1)0(2)0 (3) 
提取 公 因 子 为 : 
[126][345][456]o(1)o(2)o(3)([123][145]o(6)o(6) - 
[236 ][456 ]o(1)o(1)) 

=0 


消去 半 自 由 点 规则 为 点 6 在 双 曲 线 上 : 
[236][456]o”’ (1) -[123][145]o°(6) = 0 


【 例 5.21】 如 图 5 -18 所 示 ， 过 双 曲 线 上 两 点 1，6 做 切 
分 别 交 渐 近 线 于 点 8、9、4、7， 则 89 平行 于 47。 

构造 : 

自由 点 : 1, 23, 45, 

MAHA: 6 在 双 曲 线 上 。 

点 7: 在 点 工 的 切线 与 渐 近 线 23 的 交点 。 
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Æ 5-18 双 曲 线 (4) 


点 8: 在 点 1 的 切线 与 渐 近 线 45 的 交点 。 

点 9: 在 点 6 的 切线 与 渐 近 线 23 的 交点 。 

点 4: 在 点 6 的 切线 与 渐 近 线 45 的 交点 。 

结论 : 89//A7, 

证 明 过 程 〈 为 了 不 至 于 混淆 ， 这 里 我 们 用 4 替代 上 面 的 
0): 计算 [784jc(9) - [79A]o(8) 

消 元 顺序 为 点 9，4，8，7，6。 

消去 点 9 后 的 结果 为 : 


+1[246][784]jc(3)c(S$) - 1(346][78A4]o (220 (5) - 
1[2561[784]o (3)o (4) *1[356][78A]o (22a (4) - 
1[27A][456]o0 (3)a0 (8) «1[37A][456]o (2) a (8) - 
1(246]1[37A]e (5)o0 (8) 4 1(27A41[346]o0 (5) 0 (8) + 
1[256][37A4]e (4)a (8) - 1[274]1[356]1o (4)a (8) 


消去 点 A 后 的 结果 为 : 
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- 1[246][246][578]o (3) 2 (320 (5) + 
1[246][256][478]1o0(3)0(3)o0(5) - 
1 [246 ] [356] [478 ]oa(2)0(3)0(5) 

1[ 236 ][246][478]oa(3)a(5)a(5) 

1[ 236 ][246][578]a(3)a(4)a(5) + 
2[ 246] [346] [578 ]a(2)a(3)a(5) - 
1[256][346]1[478]o0 (220 (320 (5) 
1[346][346][578]o (220 (220 (5) + 
1(346][356][478]o (220 (2) 0 (5) 

1(236]1(3461[4781o (2)a (5)0 (5) + 
1[236][3461[578]10 (220 (420 (5) 

1[246j[256]1[578]o (3)o (3)0 (4) - 
1[256][256][478]o(3)0(3)a(4) - 
1[256][346][578]o(2)a0(3)a(4) - 
1 
1 
1 
2 


+ 


+ 


[236 ][ 256 ][478]a(3)0(4)a(5) + 
[236 ][256][578}a(3)a(4)a(4) - 
[246 ][ 356 ][578]a(2)a(3)a(4) + 
(256][356][478]o (220 (3)0 (4) + 
1[ 346 ][356][578]a(2)a(2)a(4) -ee 


消去 点 8，……: 

消去 点 7 后 去 除 公 因子 并 进行 分 解 的 结果 为 : 
{+1[124][345]o(5) - 1[134]1[245]e (5) - 
1[125][345]e (4) + 1[135][245]1o (4)] 
([123][145]o (6)o (6) - [236](456]o0 (100 (1)] 
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=0 
消 元 半 自 由 点 规则 仍然 为 点 6 在 双 曲 线 上 ， 


[236][456]o”(1) - [123][145]o’(6) = 0 。 事 实 上， 最 后 
的 结果 还 可 以 继续 分 解 下 去 。 
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